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#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾

ǈ߾ = ¬ˀ߾
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ∧ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

¬ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

∧ǈࠂ



#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾

ǈ߾ = ¬ˀ߾
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ∧ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

¬ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

∧ǈࠂ



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ

�ȴʿƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠆࠁࠆ߾ðǞŒࢁ
�ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ȴǇ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ
ɻǩ˔Ɵ

≥ Ƞ/Ƞ߿

ċɠɠƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠅࠂࠆ߾�ʞɠࢁ
�ȣˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ

≤ Ƞ/Ƞ߿



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ

�ȴʿƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠆࠁࠆ߾ðǞŒࢁ
�ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ȴǇ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ
ɻǩ˔Ɵ

≥ Ƞ/Ƞ߿

ċɠɠƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠅࠂࠆ߾�ʞɠࢁ
�ȣˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ

≤ Ƞ/Ƞ߿



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾

ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾

ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿

ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ

ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿

ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇ ǩʉ ƌƟɠƟȣƌɻ
ȴȣȋˈ ȴȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȴȣƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉࡪ Œȣƌ
ȣȴʉ ȴȣ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȴȣƟɻࡱ

ࡦ And(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ = . . . = ˀȠ = ߾
ࡦ Or(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ ߾
ࡦ
⊕

(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߾ mod ߿
ࡦ ModȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≡ ߽ mod Ȃ
ࡦ Maj(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ƞ/߿
ࡦ ThȂ(ˀ) = ߾ ǩǇǇ ˀ߾ + . . .+ ˀȠ ≥ Ȃ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡࡱ DϖϺͮЖ 5̺͘
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇǇ

ǅ = ǈ(ˀ߾ + . . .+ ˀȠ)

Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ǈ : {߽, . . . ,Ƞ} → {߽, ࡱ{߾

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇǇ

ǅ = Ǜ(SumȠ(ˀ߾, . . . , ˀȠ))

Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǜ : {߽, log{߾ Ƞ → {߽, ࡪ{߾ ʿǞƟɫƟ
SumȠ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, log{߾ Ƞࡱ



ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡࡱ DϖϺͮЖ 5̺͘
ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇǇ

ǅ = ǈ(ˀ߾ + . . .+ ˀȠ)

Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ǈ : {߽, . . . ,Ƞ} → {߽, ࡱ{߾

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǩǇǇ

ǅ = Ǜ(SumȠ(ˀ߾, . . . , ˀȠ))

Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǜ : {߽, log{߾ Ƞ → {߽, ࡪ{߾ ʿǞƟɫƟ
SumȠ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, log{߾ Ƞࡱ



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) = (carry, parity)

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) = (carry, parity)
Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) = (carry, parity)

Size(Sumࠀ) = (߾)®

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) = (carry, parity)

Size(Sumࠀ) = (߾)®

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࡲࠂ

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ Sum

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) ∈ {߽, ߿{߾

Sumࠀ(ˀ߾, ˀ߿, ˀࠀ) = (carry, parity)

Size(Sumࠀ) = (߾)®

Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

parity

carry

Sumࡲࠂ
Sumࠀˀ߾

ˀ߿ ˀࠀ

Sumࠀ

ˀࠁ ˀࠂ

ˁ߽

Sumࠀ ˁ߾

ˁ߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ

Ƞ/߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ

Ƞ/߿

Ƞ/ࠁ



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ

Ƞ/߿

Ƞ/ࠁ

߾



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ

Ƞ/߿

Ƞ/ࠁ

߾

Ƞ− ࡩüȴʉŒȋ߾



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ SumȠ
ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ˀࠁ ˀࠂ ˀࠃ ˀࠄ ˀࠅ ˀȠ

ˁ߽

ˁ߾

ˁlog Ƞ−߾

Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ Sumࠀ

Sumࠀ

· · ·

· · ·

· · ·

 ŷȋȴƁȅɻ

Ƞ/߿

Ƞ/ࠁ

߾

Ƞ− Size(SumȠ)ࡩüȴʉŒȋ߾ < Ƞ · Size(Sumࠀ) = ®(Ƞ)



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ ðСΓΓ̺ϫϘ̤ͮ `ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ
üǞƟȴɫƟȝ
xǇ ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, {߾ ǩɻ Œ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ
ʉǞƟȣ

Size(ǅ) ≤ ®(Ƞ) .

ǅ = Ǜ(SumȠ(ˀ߾, . . . , ˀȠ)), Ǜ : {߽, log{߾ Ƞ → {߽, {߾

Size(ǅ) ≤ Size(SumȠ) + Size(Ǜ)
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