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´Ж̺ϘЖ̺ͮЙ
ࡦ æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ʿŒȣʉ � ∈ FȠ×Ƞ߿ ࡪ � ∈ D£ß

RF߿
� (εȠ) ≥ Ω(Ƞ߾+δ) .

ࡦ īƟࢪȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟɫƟ ǩɻ � ∈ FȠ×Ƞ߿ ࡪ � ∈ ß£ß

RF߿
� log߿) Ƞ/ log log Ƞ) ≥ Ω(Ƞ߿) .

ࡦ īƟࢪȋȋ ʞɻƟ
ࡦ ´ɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ĨƟƁʉȴɫɻ
ࡦ £ȴȣ࢙ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ oǩƟɫŒɫƁǞˈ üǞƟȴɫƟȝ
ࡦ æƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫ ß+ßɻ

I



æƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫ ß+ßɻ



+ΧΗϡϫϘ˺ͮΗϫ ð˺ϫͮϡ͘˺̤ϫͮΧΗ ßϘΧ̜Ή̺Γϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� Ȃ࢙+ðß ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ Œ #ȴȴȋƟŒȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ǅ : {߽, Ȃ{߾ → {߽, ࡱ{߾ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Ȃ࢙+ðß ǩɻ Œ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œȣƌ Ț
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ǩɻ ǅ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œ Ȃ࢙ʉʞɠȋƟ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȴɫ ʉǞƟǩɫ ȣƟǊŒʉǩȴȣɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
xȣ �Œˇ࢙Ȃ+ðßࡪ ʉǞƟ ǊȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋˈ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ
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+ΧΗϡϫϘ˺ͮΗϫ ð˺ϫͮϡ͘˺̤ϫͮΧΗ ßϘΧ̜Ή̺Γϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� Ȃ࢙+ðß ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ Œ #ȴȴȋƟŒȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ǅ : {߽, Ȃ{߾ → {߽, ࡱ{߾ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Ȃ࢙+ðß ǩɻ Œ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œȣƌ Ț
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ǩɻ ǅ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œ Ȃ࢙ʉʞɠȋƟ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȴɫ ʉǞƟǩɫ ȣƟǊŒʉǩȴȣɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
xȣ �Œˇ࢙Ȃ+ðßࡪ ʉǞƟ ǊȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋˈ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ
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ß+ß

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ üʿȴ ʻǩƟʿɻ ȴǇ ß+ßɻࡩ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁŒȋȋˈ +ǞƟƁȅŒŷȋƟ ßɫȴȴǇɻ
ࡦ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ



ß+ß

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ üʿȴ ʻǩƟʿɻ ȴǇ ß+ßɻࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁŒȋȋˈ +ǞƟƁȅŒŷȋƟ ßɫȴȴǇɻ
ࡦ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ



ß+ß

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ üʿȴ ʻǩƟʿɻ ȴǇ ß+ßɻࡩ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁŒȋȋˈ +ǞƟƁȅŒŷȋƟ ßɫȴȴǇɻ

ࡦ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ



ß+ß

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ üʿȴ ʻǩƟʿɻ ȴǇ ß+ßɻࡩ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁŒȋȋˈ +ǞƟƁȅŒŷȋƟ ßɫȴȴǇɻ
ࡦ oŒɫƌȣƟɻɻ ȴǇ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ E



ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ˺ΉΉС +̺̤ͩ΄˺̜Ή̺ ßϘΧΧ͘ϡ

æƟƁŒȋȋࡩ � ∈ £ß ǩǇ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɠȴȋˈ࢙ʉǩȝƟ ğࡩ

ˀ ∈ � =⇒ ∃π ɵ.ʂ.ğπ(ˀ) = ߾
ˀ ̸∈ � =⇒ ∀π ğπ(ˀ) = ߽

xȣ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻ ß+ßࡪ ğ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ Œȣƌ ǞŒɻ
ɫŒȣƌȴȝ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ π
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ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ˺ΉΉС +̺̤ͩ΄˺̜Ή̺ ßϘΧΧ͘ϡ

æƟƁŒȋȋࡩ � ∈ £ß ǩǇ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɠȴȋˈ࢙ʉǩȝƟ ğࡩ

ˀ ∈ � =⇒ ∃π ɵ.ʂ.ğπ(ˀ) = ߾
ˀ ̸∈ � =⇒ ∀π ğπ(ˀ) = ߽

xȣ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻ ß+ßࡪ ğ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ Œȣƌ ǞŒɻ
ɫŒȣƌȴȝ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ π



ß+ß
�Ɵʉ ɥ,ɡ : N → Nࡪ ʉǞƟȣ ß+ß(ɥ,ɡ) ǩɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻ ȴǇ
ȋŒȣǊʞŒǊƟɻ � ɻࡱʉࡱ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ɠȴȋˈ࢙ʉǩȝƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ ğࡩ

ࡦ DǇ˨ƁǩƟȣʉࡩ `ȴɫ ˀ ∈ {߽, Ƞ{߾ Œȣƌ Œ ɠɫȴȴǇ πࡪ ğ
ǞŒɻ ®(ɥ(Ƞ)) ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡪ ȝŒȅƟɻ ®(ɡ(Ƞ))
ɧʞƟɫǩƟɻ ʉȴ π

ࡦ +ȴȝɠȋƟʉƟȣƟɻɻࡩ xǇ ˀ ∈ � ࡪ ʉǞƟȣ ğ ŒƁƁƟɠʉɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ > ƀ

ࡦ ðȴʞȣƌȣƟɻɻࡩ ǩǇ ˀ ̸∈ ࡪ� ʉǞƟȣ ğ ŒƁƁƟɠʉɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < ɵ
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ß+ß ü̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ß+ßࢍ üǞƟȴɫƟȝ ࡪ߿ࠆ�ðࢁ ���ððࢎࢂ߿ࠆ

£ß = ß+ß(log ȣ, (߾ .

üǞƟȴɫƟȝ ʞɠ࢙ðƁŒȋƟƌࢍ ß+ß ࡪ߾ࠆ�ð`#ࢁ �ðࡪ߿ࠆ
���ððࢎࢂ߿ࠆ

£DĲß = ß+ß(poly(ȣ), (߾ .





ß+ß ü̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ß+ßࢍ üǞƟȴɫƟȝ ࡪ߿ࠆ�ðࢁ ���ððࢎࢂ߿ࠆ

£ß = ß+ß(log ȣ, (߾ .

üǞƟȴɫƟȝ ʞɠ࢙ðƁŒȋƟƌࢍ ß+ß ࡪ߾ࠆ�ð`#ࢁ �ðࡪ߿ࠆ
���ððࢎࢂ߿ࠆ

£DĲß = ß+ß(poly(ȣ), (߾ .



ß+ßࡩ o˺Ϙ̭Η̺ϡϡ Χ͘ �ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟȴɫƟȝ ß+ßࢍ üǞƟȴɫƟȝࢎ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ɛ < ߾ ɵࡰʂࡰ Ǧʂࢨɵ £ßǛŒɥƊ
ʂȰ ɛŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂƝ �Œˀࠃè�óࡰ



DϖϺͮЖ˺Ή̺Η̤̺ Χ͘ üЙΧ Ĩ̺ͮЙϡ

DˇŒȝɠȋƟࡩ £ß = ß+ß(log Ƞ, (߾ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ Ȃ࢙+ðß
ǩɻ £ß࢙ǞŒɫƌ ʉȴ ɛ࢙ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
ɛ Œȣƌ Ȃࡱ









DϖϺͮЖ˺Ή̺Η̤̺ Χ͘ üЙΧ Ĩ̺ͮЙϡ

ßɫȴȴǇ ĨǩƟʿ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ĨǩƟʿ

ß+ß ĨƟɫǩ˨Ɵɫ +ðß ǇȴɫȝʞȋŒ
ß+ß ɠɫȴȴǇ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʉȴ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻ

�ƟȣǊʉǞ ȴǇ ɠɫȴȴǇ ࡸ ȴǇ ʻŒɫɻ
ࡸ ȴǇ ɧʞƟɫǩƟɻ ʿǩƌʉǞ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

ࡸ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ log ȴǇ ࡸ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ



DϖϺͮЖ˺Ή̺Η̤̺ Χ͘ üЙΧ Ĩ̺ͮЙϡ

ßɫȴȴǇ ĨǩƟʿ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ĨǩƟʿ

ß+ß ĨƟɫǩ˨Ɵɫ +ðß ǇȴɫȝʞȋŒ

ß+ß ɠɫȴȴǇ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʉȴ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻ
�ƟȣǊʉǞ ȴǇ ɠɫȴȴǇ ࡸ ȴǇ ʻŒɫɻ
ࡸ ȴǇ ɧʞƟɫǩƟɻ ʿǩƌʉǞ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

ࡸ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ log ȴǇ ࡸ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ



DϖϺͮЖ˺Ή̺Η̤̺ Χ͘ üЙΧ Ĩ̺ͮЙϡ
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ࡸ ȴǇ ɧʞƟɫǩƟɻ ʿǩƌʉǞ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

ࡸ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ log ȴǇ ࡸ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ



DϖϺͮЖ˺Ή̺Η̤̺ Χ͘ üЙΧ Ĩ̺ͮЙϡ
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�ƟȣǊʉǞ ȴǇ ɠɫȴȴǇ ࡸ ȴǇ ʻŒɫɻ
ࡸ ȴǇ ɧʞƟɫǩƟɻ ʿǩƌʉǞ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

ࡸ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ log ȴǇ ࡸ ȴǇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ



ðΓΧΧϫͩ ß+ßϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� ß+ß ǩɻ ɻȝȴȴʉǞ ǩǇ ğ ɧʞƟɫǩƟɻ ƟʻƟɫˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ʿǩʉǞ ƟɧʞŒȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɧʞƟɫǩƟɻࢍ ƟʻƟɫˈ ŷǩʉ ȴǇ ʉǞƟ
ɠɫȴȴǇ ʿǩʉǞ ƟɧʞŒȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ

xǇ ˈȴʞɫ ɠɫȴȴǇ ǩɻ ȣȴʉ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ ŷʞʉ ƌǩǇǇƟɫɻ Ǉɫȴȝ ǩʉ ǩȣ
Œ ǇƟʿ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡪ ƁǞŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ˈȴʞɫ ɠɫȴȴǇ ʿǩȋȋ ŷƟ
ŒƁƁƟɠʉƟƌ ŷˈ Œ ɻȝȴȴʉǞ ʻƟɫǩ˨Ɵɫ



ðΓΧΧϫͩ ß+ßϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� ß+ß ǩɻ ɻȝȴȴʉǞ ǩǇ ğ ɧʞƟɫǩƟɻ ƟʻƟɫˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ʿǩʉǞ ƟɧʞŒȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɧʞƟɫǩƟɻࢍ ƟʻƟɫˈ ŷǩʉ ȴǇ ʉǞƟ
ɠɫȴȴǇ ʿǩʉǞ ƟɧʞŒȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ

xǇ ˈȴʞɫ ɠɫȴȴǇ ǩɻ ȣȴʉ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ ŷʞʉ ƌǩǇǇƟɫɻ Ǉɫȴȝ ǩʉ ǩȣ
Œ ǇƟʿ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡪ ƁǞŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ˈȴʞɫ ɠɫȴȴǇ ʿǩȋȋ ŷƟ
ŒƁƁƟɠʉƟƌ ŷˈ Œ ɻȝȴȴʉǞ ʻƟɫǩ˨Ɵɫ



æ̺̤ϫ˺Η͞ϺΉ˺Ϙ ß+ßϡ

DˇŒȝɠȋƟࡩ �Œˇ߿࢙�x£ࡱ



DРͮϡϫ̺Η̤̺ Χ͘ æ̺̤ϫ˺Η͞ϺΉ˺Ϙ ß+ßϡ
üǞƟȴɫƟȝ ࢎ߽߿oßü#ࢍ
^Ȱɥ ŒȠˁ � ∈ £üx�D[߿ȣ]ࡪ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ Ø*Ø
ʴƝɥǦ˧Ɲɥ ğ ʂǛŒʂ
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ࡨ ğ Ǧɵ ŒȈȚȰɵʂ ɥƝƀʂŒȠǈʗȈŒɥ
ࡨ ʂǛƝ *èØ ɛɥȰŶȈƝȚ Ǧɵ ŒȈȚȰɵʂ ��ĩࠂ�u 
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