
�˺ϫϘͮР æ̭ͮͮͮ͞ϫС
�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ +ΧΓ̜ͮΗ˺ϫΧϘͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡ

ðŒɻǞŒ cȴȋȴʻȣƟʻ
´ƁʉȴŷƟɫ ࡪࠅ߿ ߽߿߽߿

 



�ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ Χ͘ ðͩΧ΄ϘΧΉΉ˺ͩͮࡪ ðϑ̺ͮΉΓ˺Η
˺Η̭ ðϫ̺Γ˺ΗΗ

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥࡱ



�ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ Χ͘ ðͩΧ΄ϘΧΉΉ˺ͩͮࡪ ðϑ̺ͮΉΓ˺Η
˺Η̭ ðϫ̺Γ˺ΗΗ

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥࡱ



�ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ Χ͘ ðͩΧ΄ϘΧΉΉ˺ͩͮࡪ ðϑ̺ͮΉΓ˺Η
˺Η̭ ðϫ̺Γ˺ΗΗ

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥࡱ



�ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ Χ͘ ðͩΧ΄ϘΧΉΉ˺ͩͮࡪ ðϑ̺ͮΉΓ˺Η
˺Η̭ ðϫ̺Γ˺ΗΗ

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥࡱ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ



�ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ߾



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗ ߾

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࢂࠆ�ȴȅ߽ࡪ�ȴȅ߽߽ࢁࢍ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƀ > ߽ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ǅȰɥ ŒȠˁ
ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛ Ƞ ŒȠƊ log Ƞ ≤ ɥ ≤ Ƞࡪ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ
Œ ɵƝʂ è Ȱǅ ƀ · Ƞ߿ɥ log

Ƞ
ɥ ƝȠʂɥǦƝɵ Ȱǅ ŒȠ Ƞ× Ƞ ȚŒʂɥǦˀ

ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ Ǧʂɵ ƝʴƝɥˁ ɥ× ɥ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ ǦȠʂƝɥɵƝƀʂɵ èࡰ









�ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ߿



ðϺϑ̺Ϙ æ̺͞ϺΉ˺Ϙ �˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� ȝŒʉɫǩˇ � ∈ FȠ×Ƞ ǩɻ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ǩǇ Œȋȋ ȴǇ ǩʉɻ
ɻɧʞŒɫƟ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡱ

cȴŒȋࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ



ðϺϑ̺Ϙ æ̺͞ϺΉ˺Ϙ �˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
� ȝŒʉɫǩˇ � ∈ FȠ×Ƞ ǩɻ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ǩǇ Œȋȋ ȴǇ ǩʉɻ
ɻɧʞŒɫƟ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡱ

cȴŒȋࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ



ðϺϑ̺Ϙ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫΧϘϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎðʞɠƟɫƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉȴɫࢍ
�Ɵʉ a ŷƟ Œ ǊɫŒɠǞࡪ Œȣƌ ȋƟʉ u Œȣƌ ® ŷƟ ʉʿȴ
ƌǩɻǽȴǩȣʉ ɻʞŷɻƟʉɻ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ȴǇ a ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ
ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ȴʞʉɠʞʉɻࡪ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ a ǩɻ Œ
ɻʞɠƟɫƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉȴɫ ǩǇ Ǉȴɫ Œȣˈ
߾ ≤ Ȃ ≤ min{|u|, ࡪ{|®| u′ ⊂ u Œȣƌ ®′ ⊆ ® ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
|u′| = |®′| = Ȃࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ Ȃ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƌǩɻǽȴǩȣʉ
ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ u′ ʉȴ ࡱ′®

üǞƟȴɫƟȝ
ࢄࢄࠅࠇğŒȈࢃࢃ ^Ȱɥ ŒȠˁ Ƞ ∈ N ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛࡪ ʂǛƝɥƝ
ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵʗɛƝɥƀȰȠƀƝȠʂɥŒʂȰɥ a Ȱǅ ɵǦˍƝ ®(Ƞ)ࡰ







ðϺϑ̺Ϙ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫΧϘϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎðʞɠƟɫƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉȴɫࢍ
�Ɵʉ a ŷƟ Œ ǊɫŒɠǞࡪ Œȣƌ ȋƟʉ u Œȣƌ ® ŷƟ ʉʿȴ
ƌǩɻǽȴǩȣʉ ɻʞŷɻƟʉɻ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ȴǇ a ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ
ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ȴʞʉɠʞʉɻࡪ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ a ǩɻ Œ
ɻʞɠƟɫƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉȴɫ ǩǇ Ǉȴɫ Œȣˈ
߾ ≤ Ȃ ≤ min{|u|, ࡪ{|®| u′ ⊂ u Œȣƌ ®′ ⊆ ® ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
|u′| = |®′| = Ȃࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ Ȃ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƌǩɻǽȴǩȣʉ
ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ u′ ʉȴ ࡱ′®

üǞƟȴɫƟȝ
ࢄࢄࠅࠇğŒȈࢃࢃ ^Ȱɥ ŒȠˁ Ƞ ∈ N ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛࡪ ʂǛƝɥƝ
ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵʗɛƝɥƀȰȠƀƝȠʂɥŒʂȰɥ a Ȱǅ ɵǦˍƝ ®(Ƞ)ࡰ



DРϑ˺Η̭̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ࢙(Ƞ,Ț)ࢍ ƟˇɠŒȣƌƟɫࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ƞ,Ț ∈ N Œ (Ƞ,Ț)࢙ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ ƟˇɠŒȣƌƟɫ ǩɻ
Œ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ ǊɫŒɠǞ BȠ,Ț ʿǩʉǞ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ Ă Œȣƌ ğࡪ
ʿǞƟɫƟ |Ă| = Ƞ Œȣƌ |ğ| = Țࡪ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ
è ⊆ Ăࡪ |è| ≤ Ƞ

߿ ࡪ | (è)| ≥ |è|ࡱ

�ƟȝȝŒ

^Ȱɥ ŒȠˁ ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛ Ƞ ŒȠƊ Ț = ࠁȠࠀ) ࡪ( ʂǛƝɥƝ
ƝˀǦɵʂɵ ŒȠ (Ƞ,Ț)ŶǦɛŒɥʂǦʂƝ ƝˀɛŒȠƊƝɥ BȠ,Ț ʸǦʂǛ Œʂ
ȚȰɵʂ Ƞ߽߾ ƝƊǈƝɵࡰ



DРϑ˺Η̭̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ࢙(Ƞ,Ț)ࢍ ƟˇɠŒȣƌƟɫࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ƞ,Ț ∈ N Œ (Ƞ,Ț)࢙ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ ƟˇɠŒȣƌƟɫ ǩɻ
Œ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ ǊɫŒɠǞ BȠ,Ț ʿǩʉǞ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ Ă Œȣƌ ğࡪ
ʿǞƟɫƟ |Ă| = Ƞ Œȣƌ |ğ| = Țࡪ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ
è ⊆ Ăࡪ |è| ≤ Ƞ

߿ ࡪ | (è)| ≥ |è|ࡱ

�ƟȝȝŒ

^Ȱɥ ŒȠˁ ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛ Ƞ ŒȠƊ Ț = ࠁȠࠀ) ࡪ( ʂǛƝɥƝ
ƝˀǦɵʂɵ ŒȠ (Ƞ,Ț)ŶǦɛŒɥʂǦʂƝ ƝˀɛŒȠƊƝɥ BȠ,Ț ʸǦʂǛ Œʂ
ȚȰɵʂ Ƞ߽߾ ƝƊǈƝɵࡰ
















