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ࡦ �ǩȝǩʉɻ ȴǇ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ �ǩȣȴɫ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ oŒƌŒȝŒɫƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ǅ(ˀ+ ˁ)



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �ǩȝǩʉɻ ȴǇ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ �ǩȣȴɫ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ oŒƌŒȝŒɫƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ǅ(ˀ+ ˁ)



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �ǩȝǩʉɻ ȴǇ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ �ǩȣȴɫ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ oŒƌŒȝŒɫƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ǅ(ˀ+ ˁ)

Uppea hounds for Ecs
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ࡦ �ǩȝǩʉɻ ȴǇ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ �ǩȣȴɫ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ ɻʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ oŒƌŒȝŒɫƌ

ࡦ ċɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ǅ(ˀ+ ˁ)
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�˺ͮΗ æ̺ϡϺΉϫ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄ߾5Dࢍ

�Ɲʂ Fɡ ŶƝ Œ ˧ˀƝƊ ˧ȠǦʂƝ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ ȈƝʂ ǅ : FȠɡ → Fɡ
ŶƝ ŒȠ ŒɥŶǦʂɥŒɥˁ ǅʗȠƀʂǦȰȠࡰ �Ɲʂ � ∈ F × ɡ ǅȰɥ
  = ɡȠ ŶƝ ʂǛƝ ȚŒʂɥǦˀ ʸǛƝɥƝ ʂǛƝ (ˀ, ˁ) ƝȠʂɥˁ Ȱǅ
� ƝɡʗŒȈɵ ǅ(ˀ+ ˁ) ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ ˀ, ˁ ∈ FȠɡࡰ

^Ȱɥ ŒȠˁ ε > ࡪ߽ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ ε′ > ߽ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ
RFɡ
� (′ε−߾ ) ≤ ε+߾  ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛ Ƞࡰ

f key



ßϘΧΧ͘ ´ϺϫΉͮΗ̺

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ �ȣˈ Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Fɡ ƁŒȣ ŷƟ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ
−߾) δ)(ɡ− Ƞ(߾

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ Øˀ,ˁ = ɛ(ˀ+ ˁ) Ǉȴɫ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ɛ ǞŒɻ
ɫŒȣȅ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ȝȴȣȴȝǩŒȋɻ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ deg(ɛ)/߿

ࡦ +ȴȣƁȋʞƌƟࡩ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Øࡪ Ø ǞŒɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅࡱ � ǩɻ
ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ

OrenFz x 2 14

f z
OuenEp xp

f on some constant

Max degree 9 M exactly
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ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ �ȣˈ Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Fɡ ƁŒȣ ŷƟ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ
−߾) δ)(ɡ− Ƞ(߾

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ Øˀ,ˁ = ɛ(ˀ+ ˁ) Ǉȴɫ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ɛ ǞŒɻ
ɫŒȣȅ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ȝȴȣȴȝǩŒȋɻ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ deg(ɛ)/߿

ࡦ +ȴȣƁȋʞƌƟࡩ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Øࡪ Ø ǞŒɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅࡱ � ǩɻ
ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ
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ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ �ȣˈ Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Fɡ ƁŒȣ ŷƟ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ
−߾) δ)(ɡ− Ƞ(߾

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ Øˀ,ˁ = ɛ(ˀ+ ˁ) Ǉȴɫ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ɛ ǞŒɻ
ɫŒȣȅ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ȝȴȣȴȝǩŒȋɻ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ deg(ɛ)/߿

ࡦ +ȴȣƁȋʞƌƟࡩ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Øࡪ Ø ǞŒɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅࡱ � ǩɻ
ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ



�ΧΗΧΓͮ˺Ήϡ ΧЖ̺Ϙ `ͮΗͮϫ̺ `̺ͮΉ̭ϡ
ȚƊ(ɡ,Ƞ) ƌƟȣȴʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ȝȴȣȴȝǩŒȋ ȴʻƟɫ Fɡ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ Ɗࡱ

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ ƟʻƟɫˈ δ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ε′ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ) (ɡ−߾)Ƞ߿

(ɡ,Ƞ) ≤ ɡ(߾−ε′)Ƞ .

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ Œȣˈ ɡ ≥ ߿ Œȣƌ ε > ࡪ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ δ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ)(ɡ−߾)Ƞ(ɡ,Ƞ) ≥ ɡȠ − ɡεȠ .

Every monomial vlog has Xi deng

1,2 g 1

that degree h Cq l
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MICggin monomials def Ed





�ΧΗΧΓͮ˺Ήϡ ΧЖ̺Ϙ `ͮΗͮϫ̺ `̺ͮΉ̭ϡ
ȚƊ(ɡ,Ƞ) ƌƟȣȴʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ȝȴȣȴȝǩŒȋ ȴʻƟɫ Fɡ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ Ɗࡱ
ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ ƟʻƟɫˈ δ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ε′ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ) (ɡ−߾)Ƞ߿

(ɡ,Ƞ) ≤ ɡ(߾−ε′)Ƞ .

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ Œȣˈ ɡ ≥ ߿ Œȣƌ ε > ࡪ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ δ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ)(ɡ−߾)Ƞ(ɡ,Ƞ) ≥ ɡȠ − ɡεȠ .

D D
Chernoff sample random monomial
air degree is

PrEdeg Cl d catty e
Rlnd4



�ΧΗΧΓͮ˺Ήϡ ΧЖ̺Ϙ `ͮΗͮϫ̺ `̺ͮΉ̭ϡ
ȚƊ(ɡ,Ƞ) ƌƟȣȴʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
Ƞ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ȝȴȣȴȝǩŒȋ ȴʻƟɫ Fɡ ȴǇ ƌƟǊɫƟƟ Œʉ ȝȴɻʉ Ɗࡱ
ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ ƟʻƟɫˈ δ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ε′ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ) (ɡ−߾)Ƞ߿

(ɡ,Ƞ) ≤ ɡ(߾−ε′)Ƞ .

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ

`ȴɫ Œȣˈ ɡ ≥ ߿ Œȣƌ ε > ࡪ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ δ > ߽ ɻࡱʉࡱ
Ț(߾−δ)(ɡ−߾)Ƞ(ɡ,Ƞ) ≥ ɡȠ − ɡεȠ .D w



ðϫ̺ϑ ߾

�ƟȝȝŒ
^Ȱɥ ŒȠˁ ǅ : FȠɡ → Fɡ ŒȠƊ ε > ࡪ߽ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ
δ > ߽ ŒȠƊ Œ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈ ɛ Ȱǅ ƊƝǈɥƝƝ Œʂ ȚȰɵʂ
−߾) δ)(ɡ− Ƞ(߾ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ǅ ŒȠƊ ɛ ƊǦɵŒǈɥƝƝ ȰȠ
Œʂ ȚȰɵʂ ɡεȠ ɛȰǦȠʂɵࡰ
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�ƟȝȝŒ ࢎࠄ߾�ß+ࢍ

�Ɲʂ ɛ ŶƝ ŒȠ ȠʴŒɥǦŒʂƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈ ȰʴƝɥ Fɡ Ȱǅ
ƊƝǈɥƝƝ Œʂ ȚȰɵʂ Ɗࡪ ŒȠƊ � ∈ F × ɡ ǅȰɥ   = ɡȠ ŶƝ
Œ ȚŒʂɥǦˀ ƊƝ˧ȠƝƊ Œɵ �ˀ,ˁ = ɛ(ˀ+ ˁ) ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ
ˀ, ˁ ∈ FȠɡࡰ óǛƝȠ

rank(�) ≤ (ɡ,Ƞ)(߿Ɗ)Ț߿ .

deg p H d Cq Dy

AIT

u pl I
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ ɛ(ˀ, ˁ) ǅȰɥ ˀ, ˁ ∈ FȠ ŶƝ Œ ʴŒɥǦŒʂƝ(Ƞ߿)
ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈ ʸǦʂǛ Ț ȚȰȠȰȚǦŒȈɵࡰ �Ɲʂ Ø ∈ F߿Ƞ×߿Ƞ

ŶƝ Œ ȚŒʂɥǦˀ ƊƝ˧ȠƝƊ Œɵ Øˀ,ˁ = ɛ(ˀ, ˁ) ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ
ˀ, ˁ ∈ {߽, ࡰȠ{߾

rank(Ø) ≤ Ț .

HETE
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ ɛ(ˀ, ˁ) ǅȰɥ ˀ, ˁ ∈ FȠ ŶƝ Œ ʴŒɥǦŒʂƝ(Ƞ߿)
ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈ ʂǛŒʂ ƀŒȠ ŶƝ ʸɥǦʂʂƝȠ Œɵ
ɛ(ˀ, ˁ) =

∑
Ǧ∈[Ț] ƀǦǅǦ(ˀ)ǈǦ(ˁ)ࡰ �Ɲʂ Ø ∈ F߿Ƞ×߿Ƞ ŶƝ Œ

ȚŒʂɥǦˀ ƊƝ˧ȠƝƊ Œɵ Øˀ,ˁ = ɛ(ˀ, ˁ) ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ
ˀ, ˁ ∈ {߽, ࡰȠ{߾

rank(Ø) ≤ Ț .
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�˺ͮΗ æ̺ϡϺΉϫ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄ߾5Dࢍ

�Ɲʂ Fɡ ŶƝ Œ ˧ˀƝƊ ˧ȠǦʂƝ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ ȈƝʂ ǅ : FȠɡ → Fɡ
ŶƝ ŒȠ ŒɥŶǦʂɥŒɥˁ ǅʗȠƀʂǦȰȠࡰ �Ɲʂ � ∈ F × ɡ ǅȰɥ
  = ɡȠ ŶƝ ʂǛƝ ȚŒʂɥǦˀ ʸǛƝɥƝ ʂǛƝ (ˀ, ˁ) ƝȠʂɥˁ Ȱǅ
� ƝɡʗŒȈɵ ǅ(ˀ+ ˁ) ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ ˀ, ˁ ∈ FȠɡࡰ

^Ȱɥ ŒȠˁ ε > ࡪ߽ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ ε′ > ߽ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ
RFɡ
� (′ε−߾ ) ≤ ε+߾  ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ ȈŒɥǈƝ ƝȠȰʗǈǛ Ƞࡰ


