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#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, Ƞ{߾

ǈ߾ = ˀ߾ ⊕ ˀ߿
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ≡ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

⊕ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

≡ǈࠂ

xȣɠʞʉɻࡩ
ˀ߾, . . . , ˀȠ, ߽, ߾
cŒʉƟɻࡩ
ŷǩȣŒɫˈ
ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
`Œȣ࢙ȴʞʉࡩ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, Ƞ{߾

ǈ߾ = ˀ߾ ⊕ ˀ߿
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ≡ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

⊕ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

≡ǈࠂ

xȣɠʞʉɻࡩ
ˀ߾, . . . , ˀȠ, ߽, ߾
cŒʉƟɻࡩ
ŷǩȣŒɫˈ
ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
`Œȣ࢙ȴʞʉࡩ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, Ƞ{߾

ǈ߾ = ˀ߾ ⊕ ˀ߿
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ≡ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

⊕ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

≡ǈࠂ

xȣɠʞʉɻࡩ
ˀ߾, . . . , ˀȠ, ߽, ߾
cŒʉƟɻࡩ
ŷǩȣŒɫˈ
ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
`Œȣ࢙ȴʞʉࡩ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ
�ȴʿƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠆࠁࠆ߾ðǞŒࢁ
+ȴʞȣʉǩȣǊ ɻǞȴʿɻ ʉǞŒʉ Œȋȝȴɻʉ Œȋȋ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ȴǇ Ƞ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ

Ƞ߿ .

ċɠɠƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠅࠂࠆ߾�ʞɠࢁ
DʻƟɫˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ

Ƞ߿ .



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ
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DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß &= £ß

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ɻʞɠƟɫ࢙
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ
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DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß &= £ß
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īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ȴȣȋˈ Ƞࠀ≈ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ
ƟʻƟȣࢍ Ǉȴɫ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ D£ßࢎ



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ

ࡦ üʿȴ Ƞ࢙ŷǩʉ ǩȣʉƟǊƟɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟƌ ŷˈ
Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ log Ƞ) ࢂࠆ߾ooࡪࠄ߽`ࡪ߾ࠄððࢁ

ࡦ 5ǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ üɫŒȣɻǇȴɫȝ ȴǇ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
®(Ƞ log Ƞ)

ࡦ ðǞǩǇʉɻࡪ ßƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻ

ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .
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īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺
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ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ
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īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺
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īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺
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ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉࢪɻ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ʉȴȴȋ Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ǩɻ ƟʻƟȣ
ȣǩƁƟɫ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉࢪɻ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ʉȴȴȋ Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ǩɻ ƟʻƟȣ
ȣǩƁƟɫ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ
ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴȣȋˈ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ǊŒʉƟɻ ʉǞŒʉࡪ Ǉȴɫ
ǩȣɠʞʉɻ ˀ Œȣƌ ˁࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ αˀ+ βˁ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ
α, β ∈ F

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

·ǈ߾ · ǈ߿

·ǈࠀ · ǈࠁ

·ǈࠂ

߾ˀࠀ + ߿ˀ߿ ߿ˀࠄ − ˀࠀ

ǈ߾ − ߿ǈ߿ −ǈ߿ + ߿

ǈࠀ + ǈࠁ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ
ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴȣȋˈ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ǊŒʉƟɻ ʉǞŒʉࡪ Ǉȴɫ
ǩȣɠʞʉɻ ˀ Œȣƌ ˁࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ αˀ+ βˁ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ
α, β ∈ F

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

·ǈ߾ · ǈ߿

·ǈࠀ · ǈࠁ

·ǈࠂ

߾ˀࠀ + ߿ˀ߿ ߿ˀࠄ − ˀࠀ

ǈ߾ − ߿ǈ߿ −ǈ߿ + ߿

ǈࠀ + ǈࠁ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ
ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴȣȋˈ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ǊŒʉƟɻ ʉǞŒʉࡪ Ǉȴɫ
ǩȣɠʞʉɻ ˀ Œȣƌ ˁࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ αˀ+ βˁ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ
α, β ∈ F

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

·ǈ߾ · ǈ߿

·ǈࠀ · ǈࠁ

·ǈࠂ

߾ˀࠀ + ߿ˀ߿ ߿ˀࠄ − ˀࠀ

ǈ߾ − ߿ǈ߿ −ǈ߿ + ߿

ǈࠀ + ǈࠁ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ
ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴȣȋˈ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ǊŒʉƟɻ ʉǞŒʉࡪ Ǉȴɫ
ǩȣɠʞʉɻ ˀ Œȣƌ ˁࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ αˀ+ βˁ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ
α, β ∈ F

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

·ǈ߾ · ǈ߿

·ǈࠀ · ǈࠁ

·ǈࠂ

߾ˀࠀ + ߿ˀ߿ ߿ˀࠄ − ˀࠀ

ǈ߾ − ߿ǈ߿ −ǈ߿ + ߿

ǈࠀ + ǈࠁ



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ´ϑ̺Ϙ˺ϫΧϘϡ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ƁȴȝɠʞʉƟ ȴȣȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ɻʉʞƌˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ ߾ ȴʞʉɠʞʉ
Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ≤ Ƞ ƟʻƟȣ ǩȣ
ƌƟɠʉǞ log Ƞ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǞŒɻ
ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ Ƞ߿/ log Ƞ

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ŒǊŒǩȣɻʉ
ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǩɻ −Ƞࠀ Ȱ(Ƞ)



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ´ϑ̺Ϙ˺ϫΧϘϡ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ƁȴȝɠʞʉƟ ȴȣȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ɻʉʞƌˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ ߾ ȴʞʉɠʞʉ
Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ≤ Ƞ ƟʻƟȣ ǩȣ
ƌƟɠʉǞ log Ƞ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǞŒɻ
ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ Ƞ߿/ log Ƞ

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ŒǊŒǩȣɻʉ
ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǩɻ −Ƞࠀ Ȱ(Ƞ)



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ´ϑ̺Ϙ˺ϫΧϘϡ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ƁȴȝɠʞʉƟ ȴȣȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ɻʉʞƌˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ ߾ ȴʞʉɠʞʉ
Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ≤ Ƞ ƟʻƟȣ ǩȣ
ƌƟɠʉǞ log Ƞ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǞŒɻ
ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ Ƞ߿/ log Ƞ

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ŒǊŒǩȣɻʉ
ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǩɻ −Ƞࠀ Ȱ(Ƞ)



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ´ϑ̺Ϙ˺ϫΧϘϡ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ƁȴȝɠʞʉƟ ȴȣȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ɻʉʞƌˈ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ ߾ ȴʞʉɠʞʉ
Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ≤ Ƞ ƟʻƟȣ ǩȣ
ƌƟɠʉǞ log Ƞ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǞŒɻ
ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ Ƞ߿/ log Ƞ

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ŒǊŒǩȣɻʉ
ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ʿǩʉǞ Ƞ ȴʞʉɠʞʉɻ ǩɻ −Ƞࠀ Ȱ(Ƞ)



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ

ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



+ͮϘ̤Ϻͮϫϡ ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄࠄĨŒȋࢍ
�Ɲʂ F ŶƝ Œ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ � ∈ FȠ×Ƞ ŶƝ Œ ǅŒȚǦȈˁ Ȱǅ
ȚŒʂɥǦƀƝɵ ǅȰɥ Ƞ ∈ Nࡰ

uǅ RF
�(εȠ) > Ƞ߾+δ ǅȰɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ε, δ > ࡪ߽ ʂǛƝȠ ŒȠˁ

®(log Ƞ)ƊƝɛʂǛ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ
Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ω(Ƞ)ࡰ



æǩǊǩƌǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣȅ Ƞ/߽߽߾ Œȣƌ
ɻɠŒɫɻǩʉˈ Ƞ߾߽.߾ ǩȝɠȋǩƟɻ

ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ ȋȴǊ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ



5̺ϑϫͩ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗϡ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ɻƟƟࢍ �ƟƁʉʞɫƟ ࢎ߾ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉǞƟ ƌƟɠʉǞ ȴǇ
Œ ƁǩɫƁʞǩʉ Ǉɫȴȝ ®(log Ƞ) ʉȴ ߿ Œȣƌࢍ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫ ǩɻ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ɫǩǊǩƌǩʉˈࢎ
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ċΗ̜ΧϺΗ̭̺̭̺̭࢙ϑϫͩ ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС

üǞƟȴɫƟȝ ࢎ߾߿c�īࢍ
�Ɲʂ F ŶƝ Œ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ � ∈ FȠ×Ƞ ŶƝ Œ ǅŒȚǦȈˁ Ȱǅ
ȚŒʂɥǦƀƝɵ ǅȰɥ Ƞ ∈ Nࡰ

uǅ RF
�(εȠ) > ࡪȠࠃ߾ ʂǛƝȠ ŒȠˁ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ

ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ≥ ࡰεȠࠁ



æǩǊǩƌǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣȅ Ƞࠆࠆ.߽ Œȣƌ
ɻɠŒɫɻǩʉˈ Ƞࠃ߾ ǩȝɠȋǩƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ

ŷȴʞȣƌ ȴǇ Ƞࠆ.ࠀ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

xǇ RF
�(εȠ) > Ƞ߾+δࡪ ʉǞƟȣ � ɫƟɧʞǩɫƟɻ ȋȴǊ࢙ƌƟɠʉǞ

ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ω(Ƞ)

xǇ RF
(Ƞࠆࠆ.߽)� > ࡪȠࠃ߾ ʉǞƟȣ � ɫƟɧʞǩɫƟɻ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࠆ.ࠀ

#Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌࡩ
RF
�(ɥ) ≥ Ω(Ƞ

߿

ɥ log
Ƞ
ɥ )
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xǇ RF
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RF
�(ɥ) ≥ Ω(Ƞ

߿

ɥ log
Ƞ
ɥ )
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xǇ RF
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�(ɥ) ≥ Ω(Ƞ
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ɥ log
Ƞ
ɥ )



�˺ͮΗ æ̺ϡϺΉϫ

üǞƟȴɫƟȝ

^Ȱɥ ƝʴƝɥˁ ȚŒʂɥǦˀ � ∈ FȚ×Ƞ
߿ Ȱǅ ƀǦɥƀʗǦʂ

ƀȰȚɛȈƝˀǦʂˁ ɵࡪ

RF߿
� (-ɵ/ࠁ.) ≤ Țࠃ߾ .











´Η̺ ðϫ̺ϑ
+ȋŒǩȝ
�Ɵʉ C ŷƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
� ∈ {߽, Ț×Ƞ{߾ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ȣȴ ȴʞʉɠʞʉ ǊŒʉƟ ȴǇ C
ǞŒɻ ƌƟɠʉǞ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ ࡱࠂ üǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œ ǊŒʉƟ
a ǩȣ C Œȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ C ′ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ
ȝŒʉɫǩˇ �′ ∈ {߽, Ț×Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻࡩ

ࡦ ɵ(C ′) ≤ ɵ(C)− ࡪࠁ Œȣƌ
ࡦ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ {߽, ࡪȠ{߾
ǩǇ a(ˀ) = ߽ ʉǞƟȣ C(ˀ) = C ′(ˀ)ࡱ
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