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DР˺ΓϑΉ̺ϡ

ðʉŒƁȅࡪ äʞƟʞƟࡪ �ǩɻʉࡪ oƟŒɠ

ðƟŒɫƁǞ üɫƟƟɻ

oŒɻǞ üŒŷȋƟɻ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ

I



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ i



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ
Unbounded



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

#ȴɻʉȴȣ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

#ȴɻʉȴȣ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ

Tfeu



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

#ȴɻʉȴȣ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ  £Ɵʿ ĳȴɫȅ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ Readreturnsinput



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

S memory
cells

pne pmecessing



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

M queries are known in advance
in not Say man 100



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ðࡩ
ɵ = Ƞ poly log Ƞ
ʂ = poly log Ƞ

O

O



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾

ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ

ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)

m poly n

egm 0 Lega



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



+ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ Ƞ ǩȣɠʞʉɻࡪ Ț = ®(Ƞ) ȴʞʉɠʞʉɻ

ࡦ ®(Ƞ) ɻǩ˔Ɵࡪ ®(log Ƞ) ƌƟɠʉǞ



+ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ Ƞ ǩȣɠʞʉɻࡪ Ț = ®(Ƞ) ȴʞʉɠʞʉɻ

ࡦ ®(Ƞ) ɻǩ˔Ɵࡪ ®(log Ƞ) ƌƟɠʉǞ



+ͮϘ̤Ϻͮϫϡ ß̤ͮϫΧϘͮ˺ΉΉС

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ



+ͮϘ̤Ϻͮϫϡ ß̤ͮϫΧϘͮ˺ΉΉС

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛεȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



+ͮϘ̤Ϻͮϫϡ ß̤ͮϫΧϘͮ˺ΉΉС

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛεȠ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

Ƞδ Ƞδ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



�ǩȣƟŒɫ ßɫȴŷȋƟȝɻ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ
� = �+ * · 3 = �+ #

ɻɠŒɫɻƟ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ
� = �+ * · 3 = �+ #

ɻɠŒɫɻƟ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ
� '= �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ðȝŒȋȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ࡷ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ŒʉŒ ðʉɫʞƁʉʞɫƟ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ðȝŒȋȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ࡷ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ŒʉŒ ðʉɫʞƁʉʞɫƟ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ



5ð Œȣƌ æǩǊǩƌǩʉˈ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)

�� = ��+ �#



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)

�� = ��+ �# =⇒ rk(��) = rk(�#)



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)

�� = ��+ �# =⇒ rk(��) = rk(�#) ≤ εȠ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)

�� = ��+ �# =⇒ rk(��) = rk(�#) ≤ εȠ

rk(�) ≥ Ƞ− εȠ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС �̺ΓΓ˺
�ƟȝȝŒ
uǅ � ∈ FȚ×Ƞ Ǧɵ ȠȰʂ (εȠ, ʂ)ɥǦǈǦƊࡪ ʂǛƝȠ ∃� ∈ FȚ×Ƞ

ɵࡰʂࡰ � Ǧɵ ʂɵɛŒɥɵƝࡪ ŒȠƊ
dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿ .

ßɫȴȴǇࡱ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

� ∈ FȚ×Ț, ker(�) = *QH(�)

�� = ��+ �# =⇒ rk(��) = rk(�#) ≤ εȠ

rk(�) ≥ Ƞ− εȠ =⇒
dim(*QH(�) ∩ ker(�)) ≥ Ƞ(߾− (ε߿



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

�Ț

Ƞ



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

�Ț

Ƞ

�
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ

Ț

Ƞ



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

Ț

Ƞ

�
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ

Ț

Ƞ

 

−߾) ε)Ƞ߿



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

Ț �
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ

Ț

Ƞ

 

−߾) ε)Ƞ߿

#
ɻȝŒȋȋ

Ƞ

−߾) ε)Ƞ߿

= ×



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

Ț  

−߾) ε)Ƞ߿

Ƞ



5ð ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ
BʴƝɥˁ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡨ ƝǦʂǛƝɥ Ǧɵ ƀȰȚɛʗʂŒŶȈƝ Ŷˁ Œ 3è ʸǦʂǛ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡪ

ࡨ Ȱɥ Ǧʂ ƀȰȠʂŒǦȠɵ Œ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ �′ ∈ FȚ×Ƞ′ ʸǛǦƀǛ Ǧɵ
(εȠ′, ʂ

log Ƞ)ɥǦǈǦƊࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

Ț  

−߾) ε)Ƞ߿

Ƞ

æƟƁʞɫɻƟ



DɧʞǩʻŒȋƟȣƁƟ



ß˺ϫϺϘ࢙ͮßϺ̭Ή˻΄ 5ͮΓ̺ΗϡͮΧΗϡ
ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ, ʂ ∈ Nࡱ

ࡦ ´ʞʉƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

3�(ʂ) = min{ɵ : ∃� ∈ FȚ×ɵ,

� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ,*QH(�) ⊆ *QH(�)} .

ࡦ xȣȣƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

Ɗ�(ʂ) = max{ dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) :
� ∈ FȚ×Ƞ,� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ} .



ß˺ϫϺϘ࢙ͮßϺ̭Ή˻΄ 5ͮΓ̺ΗϡͮΧΗϡ
ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ, ʂ ∈ Nࡱ
ࡦ ´ʞʉƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

3�(ʂ) = min{ɵ : ∃� ∈ FȚ×ɵ,

� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ,*QH(�) ⊆ *QH(�)} .

ࡦ xȣȣƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

Ɗ�(ʂ) = max{ dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) :
� ∈ FȚ×Ƞ,� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ} .



ß˺ϫϺϘ࢙ͮßϺ̭Ή˻΄ 5ͮΓ̺ΗϡͮΧΗϡ
ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ, ʂ ∈ Nࡱ
ࡦ ´ʞʉƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

3�(ʂ) = min{ɵ : ∃� ∈ FȚ×ɵ,

� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ,*QH(�) ⊆ *QH(�)} .

ࡦ xȣȣƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ

Ɗ�(ʂ) = max{ dim(*QH(�) ∩ *QH(�)) :
� ∈ FȚ×Ƞ,� ǩɻ ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ} .



ß˺ϫϺϘ࢙ͮßϺ̭Ή˻΄ 5ͮΓ̺ΗϡͮΧΗϡ

� ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ŷˈ (ɵ, ʂ) 5ð
⇐⇒

3�(ʂ) ≤ ɵ .

� ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ɫǩǊǩƌ
⇐⇒

Ɗ�(ʂ) ≤ Ƞ− εȠ .



ß˺ϫϺϘ࢙ͮßϺ̭Ή˻΄ 5ͮΓ̺ΗϡͮΧΗϡ

� ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ŷˈ (ɵ, ʂ) 5ð
⇐⇒

3�(ʂ) ≤ ɵ .

� ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ɫǩǊǩƌ
⇐⇒

Ɗ�(ʂ) ≤ Ƞ− εȠ .



ßß 5ͮΓ xΗ̺ϖϺ˺Ήͮϫ̺ͮϡ
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ



ßß 5ͮΓ xΗ̺ϖϺ˺Ήͮϫ̺ͮϡ
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ



ßß 5ͮΓ xΗ̺ϖϺ˺Ήͮϫ̺ͮϡ
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ



5ð xΓϑΉ̺ͮϡ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ
ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ ω(log߿ Ƞ) ǅȰɥ ɵ =
Ƞ(ε+߾) ʸȰʗȈƊ ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ ǅȰɥ
ɥƝƀʂŒȠǈʗȈŒɥ ȚŒʂɥǦƀƝɵࡰ

ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ Ω(logࠀ+ε Ƞ) ǅȰɥ
ɵ = ȠʸȰʗȈƊ(ε+߾) ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ
ǅȰɥ ɵɡʗŒɥƝ ȚŒʂɥǦƀƝɵ ʸǦʂǛ ɥ = Ȱ(Ƞ)ࡰ



5ð xΓϑΉ̺ͮϡ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ
ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ ω(log߿ Ƞ) ǅȰɥ ɵ =
Ƞ(ε+߾) ʸȰʗȈƊ ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ ǅȰɥ
ɥƝƀʂŒȠǈʗȈŒɥ ȚŒʂɥǦƀƝɵࡰ

ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ Ω(logࠀ+ε Ƞ) ǅȰɥ
ɵ = ȠʸȰʗȈƊ(ε+߾) ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ
ǅȰɥ ɵɡʗŒɥƝ ȚŒʂɥǦƀƝɵ ʸǦʂǛ ɥ = Ȱ(Ƞ)ࡰ



5ð xΓϑΉ̺ͮϡ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
üǞƟȴɫƟȝ

3�(ʂ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒ Ɗ�′

(
ʂ

log Ƞ

)
≤ Ƞ(߾− ε) .

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ
ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ ω(log߿ Ƞ) ǅȰɥ ɵ =
Ƞ(ε+߾) ʸȰʗȈƊ ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ ǅȰɥ
ɥƝƀʂŒȠǈʗȈŒɥ ȚŒʂɥǦƀƝɵࡰ

ࡨ �Ƞˁ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ʂ ≥ Ω(logࠀ+ε Ƞ) ǅȰɥ
ɵ = ȠʸȰʗȈƊ(ε+߾) ǦȚɛȈˁ Œ ȠƝʸ ɥǦǈǦƊǦʂˁ ŶȰʗȠƊ
ǅȰɥ ɵɡʗŒɥƝ ȚŒʂɥǦƀƝɵ ʸǦʂǛ ɥ = Ȱ(Ƞ)ࡰ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ � ∈ FȚ×3�(ʂ),*QH(�) ⊆ *QH(�)



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ � ∈ FȚ×3�(ʂ),*QH(�) ⊆ *QH(�)

# ∈ FȚ×Ƞ ࢙ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ Ƞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ �



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ � ∈ FȚ×3�(ʂ),*QH(�) ⊆ *QH(�)

# ∈ FȚ×Ƞ ࢙ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ Ƞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ �
3�(ʂ) = dim(*QH(�)) ≥ dim(*QH(#) + *QH(�))



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ � ∈ FȚ×3�(ʂ),*QH(�) ⊆ *QH(�)

# ∈ FȚ×Ƞ ࢙ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ Ƞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ �
3�(ʂ) = dim(*QH(�)) ≥ dim(*QH(#) + *QH(�))

= dim(*QH(#)) + dim(*QH(�))− dim(*QH(#) ∩ *QH(�))



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

ßɫȴȴǇࡱ
� ∈ FȚ×Ƞ � ∈ FȚ×3�(ʂ),*QH(�) ⊆ *QH(�)

# ∈ FȚ×Ƞ ࢙ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ Ƞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ �
3�(ʂ) = dim(*QH(�)) ≥ dim(*QH(#) + *QH(�))

= dim(*QH(#)) + dim(*QH(�))− dim(*QH(#) ∩ *QH(�))

= −Ƞ߿ Ɗ�(ʂ) .



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ 5ð
�ƟȝȝŒ

3�(ʂ) + Ɗ�(ʂ) ≥ Ƞ߿ .

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ

�Ƞ (εȠ, ʂ)ɵʂɥȰȠǈȈˁ ɥǦǈǦƊ ȚŒʂɥǦˀ ʸȰʗȈƊ ǦȚɛȈˁ
Œ 3è ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ɵ = +߾) ε)Ƞ ŒȠƊ ʂࡰ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ

ßɫȴȴǇࡱ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ

ßɫȴȴǇࡱ
+ǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ

ßɫȴȴǇࡱ
+ǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
ɻɠŒɫɻƟ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× εȠ
εȠ× Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ

ßɫȴȴǇࡱ
+ǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
ɻɠŒɫɻƟ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× εȠ
εȠ× Ƞ

*QH(�) ⊆ *QH(�) ∪ *QH(*)

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ

ßɫȴȴǇࡱ
+ǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
ɻɠŒɫɻƟ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× εȠ
εȠ× Ƞ

*QH(�) ⊆ *QH(�) ∪ *QH(*)

3�(ʂ) ≤ +߾) ε)Ƞ ࡱ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ



ðϫϘΧΗ͞ 5ð �# xΓϑΉС +ͮϘ̤Ϻͮϫ �#
�ƟȝȝŒ
� ∈ F®(Ƞ)×Ƞ,3�(Ƞδ) ≥ +߾) ε)Ƞ =⇒
� ƊȰƝɵȠࢨʂ ǛŒʴƝ ®(Ƞ) ɵǦˍƝ ®(log Ƞ) ƊƝɛʂǛ ƀȂʂɵࡰ
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