
�˺ϫϘͮР æ̭ͮͮͮ͞ϫС
´Η DРϑΉ̤ͮͮϫΗ̺ϡϡ

ðŒɻǞŒ cȴȋȴʻȣƟʻ
ðƟɠʉƟȝŷƟɫ ࡪ߿ ߽߿߽߿

 



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ



+ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΗ͞ æ̭ͮͮ͞ �˺ϫϘ̤̺ͮϡ

ࡦ īƟࢪȋȋ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ʉʿȴ ǇŒȝǩȋǩƟɻ ȴǇ ʻƟɫˈ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ üǞƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩȋȋ ȣȴʿ ŷƟ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ

ࡦ £ȴʉǩȴȣ ȴǇ DˇɠȋǩƁǩʉȣƟɻɻ



+ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΗ͞ æ̭ͮͮ͞ �˺ϫϘ̤̺ͮϡ

ࡦ īƟࢪȋȋ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ʉʿȴ ǇŒȝǩȋǩƟɻ ȴǇ ʻƟɫˈ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ üǞƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩȋȋ ȣȴʿ ŷƟ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ

ࡦ £ȴʉǩȴȣ ȴǇ DˇɠȋǩƁǩʉȣƟɻɻ



+ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΗ͞ æ̭ͮͮ͞ �˺ϫϘ̤̺ͮϡ

ࡦ īƟࢪȋȋ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ʉʿȴ ǇŒȝǩȋǩƟɻ ȴǇ ʻƟɫˈ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ üǞƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩȋȋ ȣȴʿ ŷƟ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ

ࡦ £ȴʉǩȴȣ ȴǇ DˇɠȋǩƁǩʉȣƟɻɻ



+ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ xࡱ
�ȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

£ʞȝŷƟɫɻ



�ͮΗ̺˺ϘΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q
ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ ȋǩȣƟŒɫ
ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡩ

Ȃ߾ˀ߾ + . . .+ ȂȠˀȠ != ߽ .

Ǉȴɫ Œȋȋ Ȃ߾, . . . , ȂȠ ∈ Q Ȃ߾ = . . . = ȂȠࡱ

DˇŒȝɠȋƟ
{α,߾} ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q ǩǇǇ α ǩɻ
ǩɫɫŒʉǩȴȣŒȋࡱ

exceptfor
D



�ͮΗ̺˺ϘΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q
ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ ȋǩȣƟŒɫ
ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡩ

Ȃ߾ˀ߾ + . . .+ ȂȠˀȠ != ߽ .

Ǉȴɫ Œȋȋ Ȃ߾, . . . , ȂȠ ∈ Q Ȃ߾ = . . . = ȂȠࡱ

DˇŒȝɠȋƟ
{α,߾} ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q ǩǇǇ α ǩɻ
ǩɫɫŒʉǩȴȣŒȋࡱ 7 9 L.qz

d Gyeon



DР˺ΓϑΉ̺ϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎƟɻǩƁȴʻǩʉƁǞ#ࢍ
�Ɲʂ Œ߾,Œ߿, . . . , ŒȚ ŶƝ Ț ƊǦɵʂǦȠƀʂ ɵɡʗŒɥƝ ɥȰȰʂɵ Ȱǅ
ɵɡʗŒɥƝࢗǅɥƝƝ ǦȠʂƝǈƝɥɵࡪ ʂǛƝȠ ʂǛƝˁ ŒɥƝ ŒȈȈ ȈǦȠƝŒɥȈˁ
ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡰ

9

R E Q G re
1 F B F if
Not an ex Vf if



�Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ˺ΉΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡱ

DˇŒȝɠȋƟɻ
ࡦ {π, Ɲπ} ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q

ࡦ {
√
Ɲ+ ,ࠄ Ɲࠀ + {߾ ŒɫƟ ȣȴʉ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣ࢙

ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q
{Ɲ, π}࢕ȴɠƟȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ࡭



�Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ˺ΉΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡱ

DˇŒȝɠȋƟɻ
ࡦ {π, Ɲπ} ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q

ࡦ {
√
Ɲ+ ,ࠄ Ɲࠀ + {߾ ŒɫƟ ȣȴʉ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣ࢙

ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q
{Ɲ, π}࢕ȴɠƟȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ࡭



�Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ˺ΉΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡱ

DˇŒȝɠȋƟɻ
ࡦ {π, Ɲπ} ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q

ࡦ {
√
Ɲ+ ,ࠄ Ɲࠀ + {߾ ŒɫƟ ȣȴʉ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣ࢙

ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q

{Ɲ, π}࢕ȴɠƟȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ࡭



�Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ˺ΉΉС xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Ηϫ £ϺΓ̜̺Ϙϡ
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ R ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ʉɫǩʻǩŒȋ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ Qࡱ

DˇŒȝɠȋƟɻ
ࡦ {π, Ɲπ} ŒɫƟ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ȴʻƟɫ Q

ࡦ {
√
Ɲ+ ,ࠄ Ɲࠀ + {߾ ŒɫƟ ȣȴʉ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣ࢙

ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴʻƟɫ Q
{Ɲ, π}࢕ȴɠƟȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ࡭



ß̺ϘϘΧΗࢪϡ ü̺ͩΧϘ̺Γ
üǞƟȴɫƟȝ
�Ƞˁ ɵƝʂ ɛ߾, . . . ,ɛȠ+߾ ∈ F[ˀ߾, . . . , ˀȠ] Ȱǅ Ƞ+ ߾
ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ Ƞ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ
ƊƝɛƝȠƊƝȠʂࡰ

DˇŒȝɠȋƟ
ɛ߾ = (ˀ+ ˁ)ࠀ

ɛ߿ = ˀ+ ˁ+ ˁ߿

ɛࠀ = ˁ
�(ɛ߾,ɛ߿,ɛࠀ) = (ɛ߿ − ɛࠀ(ࠀ߿ − ɛ߾ ≡ ߽



ß̺ϘϘΧΗࢪϡ ü̺ͩΧϘ̺Γ
üǞƟȴɫƟȝ
�Ƞˁ ɵƝʂ ɛ߾, . . . ,ɛȠ+߾ ∈ F[ˀ߾, . . . , ˀȠ] Ȱǅ Ƞ+ ߾
ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ Ƞ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ
ƊƝɛƝȠƊƝȠʂࡰ

DˇŒȝɠȋƟ
ɛ߾ = (ˀ+ ˁ)ࠀ

ɛ߿ = ˀ+ ˁ+ ˁ߿

ɛࠀ = ˁ
�(ɛ߾,ɛ߿,ɛࠀ) = (ɛ߿ − ɛࠀ(ࠀ߿ − ɛ߾ ≡ ߽



�ͮΗ̭̺Γ˺ΗΗ࢖ī̺̺ͮϘϡϫϘ˺ϡϡ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎīƟǩƟɫɻʉɫŒɻɻ࢖�ǩȣƌƟȝŒȣȣࢍ
uǅ ˀ߾, . . . ˀȠ ŒɥƝ ȈǦȠƝŒɥȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡪ
ʂǛƝȠ Ɲˀ߾, . . . , ƝˀȠ ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ
ȰʴƝɥ Qࡰ

DˇŒȝɠȋƟ
Ɲ
√
,߿ Ɲ

√
,ࠀ Ɲ

√
,ࠂ Ɲ

√
,ࠃ . . . ŒɫƟ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ

ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂࡱ

ex 3 feX47t 5J.Cex.j



�ͮΗ̭̺Γ˺ΗΗ࢖ī̺̺ͮϘϡϫϘ˺ϡϡ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎīƟǩƟɫɻʉɫŒɻɻ࢖�ǩȣƌƟȝŒȣȣࢍ
uǅ ˀ߾, . . . ˀȠ ŒɥƝ ȈǦȠƝŒɥȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡪ
ʂǛƝȠ Ɲˀ߾, . . . , ƝˀȠ ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ
ȰʴƝɥ Qࡰ

DˇŒȝɠȋƟ
Ɲ
√
,߿ Ɲ

√
,ࠀ Ɲ

√
,ࠂ Ɲ

√
,ࠃ . . . ŒɫƟ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ

ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ0ࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС ͘ϘΧΓ �Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ƟȝȝŒ

�Ɲʂ � ∈ RȠ×Ƞ ŶƝ Œ ȚŒʂɥǦˀ ʸǛƝɥƝ ŒȈȈ Ƞ߿
ƝȈƝȚƝȠʂɵ ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ
ȰʴƝɥ Qࡰ óǛƝȠ ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ ߽ ≤ ɥ ≤ Ƞࡪ

RR
�(ɥ) = (Ƞ− ɥ)߿ .



PI Coutmany

F s sparse matrix Sdn Rf 1

Rank Mts ER

it

All entries of Mn will be polys

of Mn Miz Ma S

M polys of Mn Miz M

variables ne Cu r t S En I
polys in

F poly P satisfied by nepolys
h2 entries are wet acgind

Short deser e ere EB 0

Cannot decimal repues



+ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ xxࡱ
DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ üǩȝƟ



DРͮϡϫ̺Η̤̺
üǞƟȴɫƟȝ �Œɻʉࢍ �ƟƁʉʞɫƟࢎ
�Ɲʂ

ɡ = |F| < ∞ ,

ɥ = Ƞ−Θ(
√
Ƞ) ,

ɵ = Θ((Ƞ− ɥ)߿/ log Ƞ) .

óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ȚŒʂɥǦˀ � ∈ FȠ×Ƞ :

RF
�(ɥ) ≥ ɵ .



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ � ∈ FȠ×Ƞ

ࡦ xǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɵ࢙ɻɠŒɫɻƟ è ∈ FȠ×Ƞ
ࡦ rank(�+ è) ≥ ɥ
ࡦ üǞƟȣ RF

�(ɥ) ≥ ɵ

+ȴɫɫƟƁʉȣƟɻɻ
`ȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝ ƟˇǩɻʉƟȣƁƟࡱ

æʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ
ɡȠ߿ · ɡȠ߿ · Ƞ®(߾) = ɡ®(Ƞ߿)



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ � ∈ FȠ×Ƞ

ࡦ xǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɵ࢙ɻɠŒɫɻƟ è ∈ FȠ×Ƞ
ࡦ rank(�+ è) ≥ ɥ
ࡦ üǞƟȣ RF

�(ɥ) ≥ ɵ

+ȴɫɫƟƁʉȣƟɻɻ
`ȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝ ƟˇǩɻʉƟȣƁƟࡱ

æʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ
ɡȠ߿ · ɡȠ߿ · Ƞ®(߾) = ɡ®(Ƞ߿)



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ � ∈ FȠ×Ƞ

ࡦ xǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɵ࢙ɻɠŒɫɻƟ è ∈ FȠ×Ƞ
ࡦ rank(�+ è) ≥ ɥ
ࡦ üǞƟȣ RF

�(ɥ) ≥ ɵ

+ȴɫɫƟƁʉȣƟɻɻ
`ȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝ ƟˇǩɻʉƟȣƁƟࡱ

æʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ
ɡȠ߿ · ɡȠ߿ · Ƞ®(߾) = ɡ®(Ƞ߿)
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5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œ ɻƟʉ ȴǇ ʂ࢙ʻŒɫǩŒʉƟ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ^ = {ǅǦ}Ǧ∈[Ț]ࡪ
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Ķ(^) =
{� ∈ {߽, Ț{߾ : ∃ˀ ∈ Fʂ ∀Ǧ ∈ [Ț], �Ǧ = ǅǦ(ˀ)߾ !=߽}.

�ƟȝȝŒ ࢎ߾æ#c߽ࢍ
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)
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ࡦ £ȴʉǩȴȣ ȴǇ DˇɠȋǩƁǩʉȣƟɻɻ
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