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`Ϙ̺̭ͮΓ˺Ηࢪϡ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

ðŒɻǞŒ cȴȋȴʻȣƟʻ
ðƟɠʉƟȝŷƟɫ ࡪࠄ ߽߿߽߿

 



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ

īƟ ȣƟƟƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ

īƟ ȣƟƟƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ

īƟ ȣƟƟƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ



æ̺̤˺ϑ

ࡦ æǩǊǩƌ != ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿȴʞȋƌ ǩȝɠȋˈ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ DˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Ɵˇǩɻʉ

īƟ ȣƟƟƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ



DРϑΉ̤ͮͮϫ +ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΧΗϡ



#ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ �ȣȴʿ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫࢍ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࢎ ǩɻ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.
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M
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#ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ �ȣȴʿ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫࢍ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࢎ ǩɻ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

R 0cal
REINERIn



#ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ �ȣȴʿ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫࢍ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࢎ ǩɻ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

R 0cal
doesnt
even matter



DРϑΉ̤ͮͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

üǞƟȴɫƟȝ

�Ɲʂ ^ ŶƝ Œ ˧ˀƝƊ ˧ȠǦʂƝ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ a ∈ FȠ×Ȃ ŶƝ Œ
ǈƝȠƝɥŒʂȰɥ ȚŒʂɥǦˀ Ȱǅ Œ ǈȰȰƊ ȈǦȠƝŒɥ ƀȰƊƝࡪ ʂǛƝȠ
ǅȰɥ ƝʴƝɥˁ Ω(log Ƞ) < ɥ < ®(Ƞ)ࡪ

RF
a(ɥ) ≥ Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ƁȴƌƟ * ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ǩɻ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ FȠ

ࡦ +ȴƌƟ ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ ǩǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ
ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ ȴȣƟ ƀ ∈ * ʿǩʉǞ ‖ˀ− ƀ‖߾ ≤ Ɲ

ࡦ üǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Œ ƁȴƌƟ ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʗ− ʴ‖߾ : ʗ, ʴ ∈ *,ʗ != ʴ) .

ࡦ * ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ x`` Ɗ(*) ≥ +Ɲ߿ ߾

Mi MK messages
I
C tu codewords

c you
Even if several hits of Ci
are flipped then you still can

recover Ci Mi



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ƁȴƌƟ * ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ǩɻ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ FȠ

ࡦ +ȴƌƟ ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ ǩǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ
ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ ȴȣƟ ƀ ∈ * ʿǩʉǞ ‖ˀ− ƀ‖߾ ≤ Ɲ

ࡦ üǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Œ ƁȴƌƟ ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʗ− ʴ‖߾ : ʗ, ʴ ∈ *,ʗ != ʴ) .

ࡦ * ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ x`` Ɗ(*) ≥ +Ɲ߿ ߾

0



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ƁȴƌƟ * ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ǩɻ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ FȠ

ࡦ +ȴƌƟ ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ ǩǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ
ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ ȴȣƟ ƀ ∈ * ʿǩʉǞ ‖ˀ− ƀ‖߾ ≤ Ɲ

ࡦ üǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Œ ƁȴƌƟ ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʗ− ʴ‖߾ : ʗ, ʴ ∈ *,ʗ != ʴ) .

ࡦ * ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ x`` Ɗ(*) ≥ +Ɲ߿ ߾

c Efi
is

C u



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ƁȴƌƟ * ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ǩɻ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ FȠ

ࡦ +ȴƌƟ ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ ǩǇ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ
ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ ȴȣƟ ƀ ∈ * ʿǩʉǞ ‖ˀ− ƀ‖߾ ≤ Ɲ

ࡦ üǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ Œ ƁȴƌƟ ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʗ− ʴ‖߾ : ʗ, ʴ ∈ *,ʗ != ʴ) .

ࡦ * ƁȴɫɫƟƁʉɻ Ɲ Ɵɫɫȴɫɻ x`` Ɗ(*) ≥ +Ɲ߿ ߾
i

I



�ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ FȠ

ࡦ `ȴɫ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟࡪ

Ɗ(*) = min (‖ʸ‖߾ : ʸ ∈ *,ʸ != ߽)

dim C k I 21 1Elk



�ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ FȠ

ࡦ `ȴɫ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟࡪ

Ɗ(*) = min (‖ʸ‖߾ : ʸ ∈ *,ʸ != ߽)
C subspace O EC HwH dld
D min Hwi well C subspaceWitwz

wi wzEC w wz C
w w WzEC

D min 11mHz
w 40
WEC



ðϑ̺̤ͮ͘СͮΗ͞ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺

ࡦ üʿȴ ʿŒˈɻ ʉȴ ɻɠƟƁǩǇˈ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ∈ FȠ ȴƌ
dim(*) = Ȃࡩ

ࡦ #ˈ Œ ŷŒɻǩɻࡩ ǊǩʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ
ʿǞȴɻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *

ࡦ #ˈ Œ ɻˈɻʉƟȝ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ƟɧʞŒʉǩȴȣɻࡩ ǊǩʻƟ Œ
ɠŒɫǩʉˈ࢙ƁǞƟƁȅ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ F(Ƞ−Ȃ)×Ƞ ɻࡱʉࡱ Øʸ = ߽ ǩǇǇ
ʸ ∈ *

of



ðϑ̺̤ͮ͘СͮΗ͞ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺

ࡦ üʿȴ ʿŒˈɻ ʉȴ ɻɠƟƁǩǇˈ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ∈ FȠ ȴƌ
dim(*) = Ȃࡩ

ࡦ #ˈ Œ ŷŒɻǩɻࡩ ǊǩʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ
ʿǞȴɻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *

ࡦ #ˈ Œ ɻˈɻʉƟȝ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ƟɧʞŒʉǩȴȣɻࡩ ǊǩʻƟ Œ
ɠŒɫǩʉˈ࢙ƁǞƟƁȅ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ F(Ƞ−Ȃ)×Ƞ ɻࡱʉࡱ Øʸ = ߽ ǩǇǇ
ʸ ∈ *

linear combinations of columns 6 I
codewords of C i er

we C we G x X EEK



ðϑ̺̤ͮ͘СͮΗ͞ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺

ࡦ üʿȴ ʿŒˈɻ ʉȴ ɻɠƟƁǩǇˈ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ∈ FȠ ȴƌ
dim(*) = Ȃࡩ

ࡦ #ˈ Œ ŷŒɻǩɻࡩ ǊǩʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ
ʿǞȴɻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *

ࡦ #ˈ Œ ɻˈɻʉƟȝ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ƟɧʞŒʉǩȴȣɻࡩ ǊǩʻƟ Œ
ɠŒɫǩʉˈ࢙ƁǞƟƁȅ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ F(Ƞ−Ȃ)×Ƞ ɻࡱʉࡱ Øʸ = ߽ ǩǇǇ
ʸ ∈ *

Ifi



+ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΧΗϡ Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽

ðʞƁǞ ƁȴƌƟɻ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ Ǌȴȴƌࡱ

I

HWI I exist linear codes with
good parameters



+ΧΗϡϫϘϺ̤ϫͮΧΗϡ Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽

ðʞƁǞ ƁȴƌƟɻ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ Ǌȴȴƌࡱ Both dimension

and minimum distance came n



`Ϙ̺̭ͮΓ˺Ηࢪϡ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

üǞƟȴɫƟȝ

�Ɲʂ F = Fɡ ŶƝ Œ ˧ȠǦʂƝ ˧ƝȈƊ Ȱǅ ɵǦˍƝ ɡࡰ �Ɲʂ
a ∈ FȠ×Ȃ ŶƝ Œ ǈƝȠƝɥŒʂȰɥ ȚŒʂɥǦˀ Ȱǅ Œ ƀȰƊƝ Ȱǅ
ƊǦȚƝȠɵǦȰȠ Ȃ ŒȠƊ ƊǦɵʂŒȠƀƝ δȠ ǅȰɥ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂ
߽ < δ < ࡰ߾ óǛƝȠ ǅȰɥ ŒȠˁ logɡ Ȃ

߿ ≤ ɥ ≤ Ȃ
ࠅ ࡪ

RF
a(ɥ) ≥

δȂȠ logɡ Ȃ
ɥ߿

ɥࠅ .

series panel
circuits
Beguine 12 0

RAN wc

k QCa
9 04

Lagu a RE h

P tasty



ßϘΧΧ͘ ´ϺϫΉͮΗ̺

ࡦ a ∈ FȠ×Ȃ࢕ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ

ࡦ ðʉƟɠ ࡱ߾ ðǞȴʿ a ǞŒɻ ǞǩǊǞ ࢨƁȴȋʞȝȣࢧ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

ࡦ ðʉƟɠ ࡱ߿ +ȴȋʞȝȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ⇒ ɫǩǊǩƌǩʉˈ



ßϘΧΧ͘ ´ϺϫΉͮΗ̺

ࡦ a ∈ FȠ×Ȃ࢕ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ

ࡦ ðʉƟɠ ࡱ߾ ðǞȴʿ a ǞŒɻ ǞǩǊǞ ࢨƁȴȋʞȝȣࢧ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

ࡦ ðʉƟɠ ࡱ߿ +ȴȋʞȝȣ ɫǩǊǩƌǩʉˈ⇒ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

G f Low rank t 1,3

every column ofB
is sparse



ßϘΧΧ͘ ´ϺϫΉͮΗ̺

ࡦ a ∈ FȠ×Ȃ࢕ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ

ࡦ ðʉƟɠ ࡱ߾ ðǞȴʿ a ǞŒɻ ǞǩǊǞ ࢨƁȴȋʞȝȣࢧ ɫǩǊǩƌǩʉˈ
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