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o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ �˺ϫϘͮР
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æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

ɫǩǊǩƌǩʉˈ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟ

Ƞ߿
ɥࠁ log߿ ɥ ßʞƌȋŔȅ Œȣƌ ðŒʻǩƁȅ ࡪ̱ ࠙࠙
Ƞ߿

ɥࠀ log ɥ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙࠙
Ƞ߿
ɥ߿ �ȋȴȣࡪ ࠑࠚ
Ƞ߿
ɥ߿ �ȴȅŒȝࡪ ࠖࠚ
Ƞ߿
ɥࠃࠂ߿ �ŒɻǞǩȣ Œȣƌ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙ࠚ
Ƞ߿
ɥࠁ ƌƟ īȴȋǇࡪ ࠗࠑ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

ɫǩǊǩƌǩʉˈ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟ
Ƞ߿

ɥࠁ log߿ ɥ ßʞƌȋŔȅ Œȣƌ ðŒʻǩƁȅ ࡪ̱ ࠙࠙
Ƞ߿

ɥࠀ log ɥ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙࠙
Ƞ߿
ɥ߿ �ȋȴȣࡪ ࠑࠚ
Ƞ߿
ɥ߿ �ȴȅŒȝࡪ ࠖࠚ
Ƞ߿
ɥࠃࠂ߿ �ŒɻǞǩȣ Œȣƌ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙ࠚ
Ƞ߿
ɥࠁ ƌƟ īȴȋǇࡪ ࠗࠑ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

ࡦ īƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ RR
m(ɥ) ≥ Ƞ߿

ɥࠁ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɥ ≤ Ƞ/ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ ɥ ≥ Ƞ/߿,RR
m(ɥ) ≤ ®(Ƞ)ࡱ

ࡦ �ŒʉƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ʿƟࢪȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ m ǩɻ ȣȴʉ
ɫǩǊǩƌ Ǉȴɫ Œȣˈ ɥ = ®(Ƞ)ࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

ࡦ īƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ RR
m(ɥ) ≥ Ƞ߿

ɥࠁ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɥ ≤ Ƞ/ࡱ߿
ࡦ `ȴɫ ɥ ≥ Ƞ/߿,RR

m(ɥ) ≤ ®(Ƞ)ࡱ

ࡦ �ŒʉƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ʿƟࢪȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ m ǩɻ ȣȴʉ
ɫǩǊǩƌ Ǉȴɫ Œȣˈ ɥ = ®(Ƞ)ࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

ࡦ īƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ RR
m(ɥ) ≥ Ƞ߿

ɥࠁ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɥ ≤ Ƞ/ࡱ߿
ࡦ `ȴɫ ɥ ≥ Ƞ/߿,RR

m(ɥ) ≤ ®(Ƞ)ࡱ

ࡦ �ŒʉƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ʿƟࢪȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ m ǩɻ ȣȴʉ
ɫǩǊǩƌ Ǉȴɫ Œȣˈ ɥ = ®(Ƞ)ࡱ



oΧΓ̺ЙΧϘ΄ ࡱ߾ ßϘΧ̜Ή̺Γ ࠂ

�Ɵʉ � ∈ CȚ×Ƞࡪ Ȃ = min(Ț,Ƞ)ࡪ ɥ = rank(�)ࡪ

σ߾ ≥ . . . ≥ σɥ > σɥ+߾ = . . . = σȂ = ߽

ŷƟ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ� üǞƟȣ

ࡦ ‖�‖^ =
(∑Ț

Ǧ=߾
∑Ƞ

Ǻ=߾ |�Ǧ,Ǻ|߿
߿/߾(

=
(∑Ȃ

Ǧ=߾ σ
߿
Ǧ

߿/߾(
ࡱ

ࡦ ߿‖�‖ = σࡱ߾
ࡦ xǇ �′ ǩɻ Œ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ࡪ� ʉǞƟȣ σǦ(�′) ≤ σǦ(�)ࡱ
xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ߿‖′�‖ ≤ ࡱ߿‖�‖



æ˺Η΄ Χ͘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ࢪϡ ðϺ̜Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

�ƟȝȝŒ
^Ȱɥ ŒȠˁ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ m′ ∈ CŒ×Ŷ Ȱǅ mŒƊŒȚŒɥƊ
m ∈ C × ࡪ

rank(m′) ≥ ŒŶ/  .
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�ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ ͘ΧϘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ m ∈ C ×  ŶƝ ʂǛƝ mŒƊŒȚŒɥƊ ȚŒʂɥǦˀࡰ ^Ȱɥ
ƝʴƝɥˁ ɥ ≤ ࡪ߿/ 

RC
m(ɥ) ≥

߿ 
ɥࠁ .
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æ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ x



æ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ x

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ǩȝɠȋˈ ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ
ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȣȴȣ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ʞɻǩȣǊࢍ
ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴɫ
ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟࢎ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ Ƞ߿
ɥ log

Ƞ
ɥ



æ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ x

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ǩȝɠȋˈ ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ
ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȣȴȣ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ʞɻǩȣǊࢍ
ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴɫ
ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟࢎ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ Ƞ߿
ɥ log

Ƞ
ɥ



æ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ x

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ǩȝɠȋˈ ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ
ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȣȴȣ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ʞɻǩȣǊࢍ
ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴɫ
ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟࢎ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ Ƞ߿
ɥ log

Ƞ
ɥ



æ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ x

ࡦ �ȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ǩȝɠȋˈ ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ
ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɫǩǊǩƌ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȣȴȣ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ʞɻǩȣǊࢍ
ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴɫ
ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟࢎ

ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ɫǩǊǩƌǩʉˈ Ƞ߿
ɥ log

Ƞ
ɥ



´Ж̺ϘЖ̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ ߿

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ɻƟȝǩ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŷǩʉɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡷȋŒɫǊƟ
ƟȣʉɫǩƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇŒɻʉƟɫ ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ



´Ж̺ϘЖ̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ ߿

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ɻƟȝǩ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŷǩʉɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡷȋŒɫǊƟ
ƟȣʉɫǩƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇŒɻʉƟɫ ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

2 DTime 2
E



´Ж̺ϘЖ̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ ߿

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ɻƟȝǩ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŷǩʉɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡷȋŒɫǊƟ
ƟȣʉɫǩƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇŒɻʉƟɫ ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ



´Ж̺ϘЖ̺ͮЙ Χ͘ ß˺Ϙϫ ߿

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ɻƟȝǩ࢙ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫǩǊǩƌ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŷǩʉɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ

ࡦ ċɻƟ ǇƟʿƟɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡷȋŒɫǊƟ
ƟȣʉɫǩƟɻ

ࡦ ċɻƟ ǇŒɻʉƟɫ ɻʞɠƟɫ࢙ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ 2064



üΧΧΉϡ ċϡ̺̭ ͮΗ ß˺Ϙϫ x



ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ �̺ϫͩΧ̭

ࡦ � ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡩ

� =

(
# ߿߾�
߾߿� ߿߿�

)
߿߿� = ߿߾�߾−#߾߿�

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ɫǩǊǩƌ

K

is



ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ �̺ϫͩΧ̭

ࡦ � ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡩ

� =

(
# ߿߾�
߾߿� ߿߿�

)
߿߿� = ߿߾�߾−#߾߿�

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ �̺ϫͩΧ̭

ࡦ � ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡩ

� =

(
# ߿߾�
߾߿� ߿߿�

)
߿߿� = ߿߾�߾−#߾߿�

ࡦ � ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



ßϘΧ̜˺̜ͮΉͮϡϫ̤ͮ �̺ϫͩΧ̭ࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ȰȠ Ƞ = ߾−߿/Ȃ߿ ʴƝɥʂǦƀƝɵ
ʸǦʂǛȰʗʂ ƀȈǦɡʗƝɵ ŒȠƊ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ɵƝʂɵ Ȱǅ
ɵǦˍƝ Ȃࡰ ,ß(Ȃࢅ Ȃ) > ࢆࡰ߾−߿/Ȃ߿



F graph n n 2
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�Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ xΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺
ࡦ � ȣȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ȝŒʉɫǩˇ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ ɻˈɻʉƟȝ ȴǇ
ɫŒʉǩȴȣŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣɻࡩ

� =

(
# ߿߾�
߾߿� ߿߿�

)
߿߿� = ߿߾�߾−#߾߿�

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ƟȣʉɫǩƟɻ ƌȴ ȣȴʉ
ɻŒʉǩɻǇˈ ɫŒʉǩȴȣŒȋ ƟɧʞŒʉǩȴȣɻ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁŒȋȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩɻ ɫǩǊǩƌ

ࡦ �ǩȣƌƟȝŒȣȣ࢙īƟǩƟɫɻʉɫŒɻɻ üǞƟȴɫƟȝ ǊǩʻƟɻ Œ
ɻǩȝɠȋƟ ʿŒˈ ʉȴ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ɻʞƁǞ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
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�ͮΗ̭̺Γ˺ΗΗī̺̺ͮϘϡϫϘ˺ϡϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺
ˀ ∈ C ǩɻ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ǩǇ ǩʉ ǩɻ Œ ɫȴȴʉ ȴǇ Œ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʿǩʉǞ ɫŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࡱ
£ȴȣ࢙ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ȣʞȝƟŷɫɻ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ
ʉɫŒȣɻƁƟȣƌƟȣʉŒȋࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࢎīƟǩƟɫɻʉɫŒɻɻ�ǩȣƌƟȝŒȣȣࢍ
uǅ ˀ߾, . . . ˀȠ ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀ ȠʗȚŶƝɥɵ ʂǛŒʂ ŒɥƝ
ȈǦȠƝŒɥȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡪ ʂǛƝȠ Ɲˀ߾, . . . , ƝˀȠ
ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡰ

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ
Ɲ, π ŒɥƝ ʂɥŒȠɵƀƝȠƊƝȠʂŒȈࡰ

if 2 2
EH



�ͮΗ̭̺Γ˺ΗΗī̺̺ͮϘϡϫϘ˺ϡϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺
ˀ ∈ C ǩɻ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ǩǇ ǩʉ ǩɻ Œ ɫȴȴʉ ȴǇ Œ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ
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ʉɫŒȣɻƁƟȣƌƟȣʉŒȋࡱ
üǞƟȴɫƟȝ ࢎīƟǩƟɫɻʉɫŒɻɻ�ǩȣƌƟȝŒȣȣࢍ
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ŒɥƝ ŒȈǈƝŶɥŒǦƀŒȈȈˁ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰʴƝɥ Qࡰ

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ
Ɲ, π ŒɥƝ ʂɥŒȠɵƀƝȠƊƝȠʂŒȈࡰ

e n
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