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ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ

Take a random object
Prove Ppr.IE.ggggzq1

sJ aistsfgois
we proved Frigid
matrices

AIg iud is often as good as randomnessleaf

Matrix w alg indentures is rigid
better



ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ   ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻࡪ ʿƟ

ࡦ ƌƟ˨ȣƟƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˔Ɵɫȴ
ɠŒʉʉƟɫȣ

ࡦ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œȋȋ   ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡦ ŷʞʉ ʉǞƟˈ ȋǩʻƟ ǩȣ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ࡦ ǞƟȣƁƟࡪ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ  



ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ   ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻࡪ ʿƟ
ࡦ ƌƟ˨ȣƟƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˔Ɵɫȴ
ɠŒʉʉƟɫȣ

ࡦ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œȋȋ   ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡦ ŷʞʉ ʉǞƟˈ ȋǩʻƟ ǩȣ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ࡦ ǞƟȣƁƟࡪ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ  

N polynomials



ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ   ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻࡪ ʿƟ
ࡦ ƌƟ˨ȣƟƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˔Ɵɫȴ
ɠŒʉʉƟɫȣ

ࡦ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œȋȋ   ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡦ ŷʞʉ ʉǞƟˈ ȋǩʻƟ ǩȣ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ࡦ ǞƟȣƁƟࡪ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ  

Step 1 subspace V generated by N
poly dimly N



ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ   ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻࡪ ʿƟ
ࡦ ƌƟ˨ȣƟƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˔Ɵɫȴ
ɠŒʉʉƟɫȣ

ࡦ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œȋȋ   ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡦ ŷʞʉ ʉǞƟˈ ȋǩʻƟ ǩȣ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ

ࡦ ǞƟȣƁƟࡪ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ  

stern
step2

dimly is low

N olim V

is small



ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ   ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻࡪ ʿƟ
ࡦ ƌƟ˨ȣƟƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˔Ɵɫȴ
ɠŒʉʉƟɫȣ

ࡦ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œȋȋ   ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡦ ŷʞʉ ʉǞƟˈ ȋǩʻƟ ǩȣ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ࡦ ǞƟȣƁƟࡪ Œȣ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ  
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ßΧΉСΗΧΓͮ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ ŶƝ ɛȰǦȠʂɵ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ʂǛƝ
ɛŒǦɥʸǦɵƝ ƊǦɵʂŒȠƀƝɵ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝȚ ʂŒȂƝ ʂʸȰ
ʴŒȈʗƝɵࡰ óǛƝȠ

Ƞ = ®(Ɗ߿) .



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γ

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ Œ
ǊɫŒɠǞ ǩʉ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƟˇƁȋʞƌƟ ɻȴȝƟ
ȋȴƁŒȋ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞȴʞʉ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ
ƁȋǩɧʞƟɻ ǩɻ ȣȴʉ ƌƟȣɻƟ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ɵ ∈ N ŶƝ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂࡰ óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ƝƊǈƝɵ
ǦȠ Œ �ɵ,ɵǅɥƝƝ ǈɥŒɛǛ Ǧɵ ®(Ƞ߾−߿/ɵ)ࡰ



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γ

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ Œ
ǊɫŒɠǞ ǩʉ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƟˇƁȋʞƌƟ ɻȴȝƟ
ȋȴƁŒȋ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞȴʞʉ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ
ƁȋǩɧʞƟɻ ǩɻ ȣȴʉ ƌƟȣɻƟ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ɵ ∈ N ŶƝ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂࡰ óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ƝƊǈƝɵ
ǦȠ Œ �ɵ,ɵǅɥƝƝ ǈɥŒɛǛ Ǧɵ ®(Ƞ߾−߿/ɵ)ࡰ



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γ

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ Œ
ǊɫŒɠǞ ǩʉ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƟˇƁȋʞƌƟ ɻȴȝƟ
ȋȴƁŒȋ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞȴʞʉ ŷǩɠŒɫʉǩʉƟ
ƁȋǩɧʞƟɻ ǩɻ ȣȴʉ ƌƟȣɻƟ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ɵ ∈ N ŶƝ Œ ƀȰȠɵʂŒȠʂࡰ óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ƝƊǈƝɵ
ǦȠ Œ �ɵ,ɵǅɥƝƝ ǈɥŒɛǛ Ǧɵ ®(Ƞ߾−߿/ɵ)ࡰ

KST

775 acne in

completegraph



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γ

ࡦ +ȴȣƁȋʞƌƟƌ ʉǞŒʉ Œ ǇƟʿ ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Œ ȝŒʉɫǩˇ
ȋƟŒʻƟ Œȣ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵ× ɵ

ࡦ üǞʞɻࡪ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝǩȣȴɫɻ ŒɫƟ
ࢎˈȝȴƌƟɫŒʉƟȋࢍ ɫǩǊǩƌ

OO



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γ

ࡦ +ȴȣƁȋʞƌƟƌ ʉǞŒʉ Œ ǇƟʿ ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Œ ȝŒʉɫǩˇ
ȋƟŒʻƟ Œȣ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵ× ɵ

ࡦ üǞʞɻࡪ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝǩȣȴɫɻ ŒɫƟ
ࢎˈȝȴƌƟɫŒʉƟȋࢍ ɫǩǊǩƌ



Ŀ˺Ϙ˺Η΄̺ͮЙ̤ͮЬ ßϘΧ̜Ή̺Γࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ üɫȴʉʉƟɫð˔ƟȝƟɫƠƌǩࢍ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ
Ƞ ɛȰǦȠʂɵ ŒȠƊ Ƞ ȈǦȠƝɵ ǦȠ ʂǛƝ ɛȈŒȠƝ ǛŒʴƝ ®(Ƞࠀ/ࠁ)
ɛȰǦȠʂȈǦȠƝ ǦȠƀǦƊƝȠƀƝɵࡰ

r.ae t4 i iehes
t

point line
incidences En2
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edges 01h2 Ys
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oδΉ̭̺Ϙࢪϡ xΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС
üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˇ, ˈ ∈ CȠࡪ ŒȠˁ ɛ,ɡ ∈ [∞,߾] ʸǦʂǛ
+ɛ/߾ ɡ/߾ = ࡩ߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
|ˀǦˁǦ| ≤ ‖ˀ‖ɛ‖ˀ‖ɡ .

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ �ɛ ȣȴɫȝɻ
ࡦ xȣ �ɎʻŔɫǩ࢙ðȵɻ࢙üʞɫŔȣ üǞƟȴɫƟȝࡪ ʿƟ ǞŒƌ Œ
ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɵʉǞ ȝȴȝƟȣʉ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻࢪ ƌƟǊɫƟƟɻࡪ
ȣƟƟƌƟƌ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ

y



oδΉ̭̺Ϙࢪϡ xΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС
üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˇ, ˈ ∈ CȠࡪ ŒȠˁ ɛ,ɡ ∈ [∞,߾] ʸǦʂǛ
+ɛ/߾ ɡ/߾ = ࡩ߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
|ˀǦˁǦ| ≤ ‖ˀ‖ɛ‖ˀ‖ɡ .

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ �ɛ ȣȴɫȝɻ

ࡦ xȣ �ɎʻŔɫǩ࢙ðȵɻ࢙üʞɫŔȣ üǞƟȴɫƟȝࡪ ʿƟ ǞŒƌ Œ
ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɵʉǞ ȝȴȝƟȣʉ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻࢪ ƌƟǊɫƟƟɻࡪ
ȣƟƟƌƟƌ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ

y



oδΉ̭̺Ϙࢪϡ xΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС
üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˇ, ˈ ∈ CȠࡪ ŒȠˁ ɛ,ɡ ∈ [∞,߾] ʸǦʂǛ
+ɛ/߾ ɡ/߾ = ࡩ߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
|ˀǦˁǦ| ≤ ‖ˀ‖ɛ‖ˀ‖ɡ .

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ �ɛ ȣȴɫȝɻ
ࡦ xȣ �ɎʻŔɫǩ࢙ðȵɻ࢙üʞɫŔȣ üǞƟȴɫƟȝࡪ ʿƟ ǞŒƌ Œ
ŷȴʞȣƌ ȴȣ ɵʉǞ ȝȴȝƟȣʉ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻࢪ ƌƟǊɫƟƟɻࡪ
ȣƟƟƌƟƌ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ

Yg

Ed a Bound

IEI Edit Bound



oδΉ̭̺Ϙࢪϡ xΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫСࡱ DР˺ΓϑΉ̺
üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ʴ ∈ CȠࡩ

‖ʴ‖߾√
Ƞ

≤ ‖ʴ‖߿ ≤
√
‖ʴ‖߾‖ʴ‖∞ .

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ʴ ∈ CȠࡩ

‖ʴ‖ɥ ≤ Ƞ߾/ɥ−߾/ɵ‖ʴ‖ɵ .
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oδΉ̭̺Ϙࢪϡ xΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫСࡱ DР˺ΓϑΉ̺
üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ʴ ∈ CȠࡩ

‖ʴ‖߾√
Ƞ

≤ ‖ʴ‖߿ ≤
√
‖ʴ‖߾‖ʴ‖∞ .

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ʴ ∈ CȠࡩ

‖ʴ‖ɥ ≤ Ƞ߾/ɥ−߾/ɵ‖ʴ‖ɵ .

This is tight
12 1

5 1

on



ðͮ͞Η࢙Ϙ˺Η΄

�Ɵʉ � ∈ ࡱȠ×Ƞ{߾−,߾} üǞƟȣ signrk(�) ǩɻ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ɫŒȣȅ ȴǇ # ɻࡱʉࡱ ɵǦǈȠ(ŶǦǺ) = ŒǦǺ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࡪßŒʉʞɫǩࢍ ðǩȝȴȣࢎ
ĂȠŶȰʗȠƊƝƊƝɥɥȰɥ ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂˁ
Ȱǅ Œ ɛɥȰŶȈƝȚ Ǧɵ log(signrk(�)) Ȱǅ Ǧʂɵ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ȚŒʂɥǦˀ ࡰ�
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ðͮ͞Η࢙Ϙ˺Η΄

�Ɵʉ � ∈ ࡱȠ×Ƞ{߾−,߾} üǞƟȣ signrk(�) ǩɻ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ɫŒȣȅ ȴǇ # ɻࡱʉࡱ ɵǦǈȠ(ŶǦǺ) = ŒǦǺ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ
üǞƟȴɫƟȝ ࡪßŒʉʞɫǩࢍ ðǩȝȴȣࢎ
ĂȠŶȰʗȠƊƝƊƝɥɥȰɥ ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂˁ
Ȱǅ Œ ɛɥȰŶȈƝȚ Ǧɵ log(signrk(�)) Ȱǅ Ǧʂɵ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ȚŒʂɥǦˀ ࡰ�
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Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ǩǇ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ

ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽

ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ ≤ Ƞʂ ( Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆ

Intolgs If t variables



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ǩǇ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ

ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽
ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ ≤ Ƞʂ ( Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ǩǇ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ

ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽
ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ ≤ Ƞʂ ( Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆD

n polys
t van



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ

R
n

h R



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ

y



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ

Brute force 2



ðͮ͞Η࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ɵǦǈȠɛŒʂʂƝɥȠɵ Ȱǅ Ƞ
ƀȰȠɵʂŒȠʂƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ ʂ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ
ࢆŒȈɵȰࢅ ≤ Ƞʂࡰ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂ ȚŒʂɥǦƀƝɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ɵǦǈȠɥŒȠȂࡰ óǛƝɥƝࢅ
ƝˀǦɵʂ ɛɥȰŶȈƝȚɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ʗȠŶȰʗȠƊƝƊƝɥɥȰɥ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂ ࢆˁࡰ



ðͮ͞Η࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ɵǦǈȠɛŒʂʂƝɥȠɵ Ȱǅ Ƞ
ƀȰȠɵʂŒȠʂƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ ʂ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ
ࢆŒȈɵȰࢅ ≤ Ƞʂࡰ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂ ȚŒʂɥǦƀƝɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ɵǦǈȠɥŒȠȂࡰ óǛƝɥƝࢅ
ƝˀǦɵʂ ɛɥȰŶȈƝȚɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ʗȠŶȰʗȠƊƝƊƝɥɥȰɥ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂ ࢆˁࡰ

Eaton et al 1985


