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üΧΧΉϡ ċϡ̺̭ ͮΗ ß˺Ϙϫ x



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ
ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ
ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ
ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ
ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

PR obj is GOOD F exists a GOODobj
Random
obj



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ

ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ
ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

Acg is often as good as random us



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ
ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ

ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ
ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

i N objects
N polys

2 These polys are
1in ind

3 Dim of span
of these polys is
small

N is small



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ
ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ

ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

To upperhound
edges it often
suffices to say graph
doesn't contain
small cliques



ßϘ̺ЖͮΧϺϡ �̺̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ �ȋǊƟŷɫŒǩƁ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ
ࡦ ßȴȋˈȣȴȝǩŒȋ �ƟʉǞȴƌ
ࡦ ĿŒɫŒȣȅǩƟʿǩƁ˔ ßɫȴŷȋƟȝ
ࡦ oɁȋƌƟɫࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

Fwm Lp to Cg
Ex E Ex E



ðͮ͞Η࢙Ϙ˺Η΄

�Ɵʉ � ∈ ࡱȠ×Ƞ{߾−,߾} üǞƟȣ signrk(�) ǩɻ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ɫŒȣȅ ȴǇ # ɻࡱʉࡱ ɵǦǈȠ(ŶǦǺ) = ŒǦǺ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࡪßŒʉʞɫǩࢍ ðǩȝȴȣࢎ
ĂȠŶȰʗȠƊƝƊࢗƝɥɥȰɥ ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂˁ
Ȱǅ Œ ɛɥȰŶȈƝȚ Ǧɵ log(signrk(�)) Ȱǅ Ǧʂɵ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ȚŒʂɥǦˀ ࡰ�

Be 02 signthis ai

Sigunk A min RWB
B

atiii.it iIii etnhiniIa



ðͮ͞Η࢙Ϙ˺Η΄

�Ɵʉ � ∈ ࡱȠ×Ƞ{߾−,߾} üǞƟȣ signrk(�) ǩɻ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ɫŒȣȅ ȴǇ # ɻࡱʉࡱ ɵǦǈȠ(ŶǦǺ) = ŒǦǺ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ
üǞƟȴɫƟȝ ࡪßŒʉʞɫǩࢍ ðǩȝȴȣࢎ
ĂȠŶȰʗȠƊƝƊࢗƝɥɥȰɥ ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂˁ
Ȱǅ Œ ɛɥȰŶȈƝȚ Ǧɵ log(signrk(�)) Ȱǅ Ǧʂɵ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ȚŒʂɥǦˀ ࡰ�

Capt Alice Bob Piniemness
compute flag I p t say tea



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ȴǇ ʂ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩǇ ʉǞƟɫƟ
Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽

ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰࢗɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ !

(Ƞ
ʂ
)
% Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆ

n pays of trans

n 2 C L
Ex G 0,1 is a zero patter

p X 3

pen Mtg x 3 7 2 Oo 0,17 ze

patten
EI Grec 1,0 is a a path

No it's not



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ȴǇ ʂ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩǇ ʉǞƟɫƟ
Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽

ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰࢗɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ !

(Ƞ
ʂ
)
% Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ � ʻƟƁʉȴɫ σ ∈ {߽, Ƞ{߾ ǩɻ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ȴǇ ʂ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩǇ ʉǞƟɫƟ
Ɵˇǩɻʉɻ ˀ ∈ Rʂ ɻࡱʉࡱ ɛǦ(ˀ) = ߽ ǩǇǇ σǦ = ߽

ࡦ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣɻ ǩɻ ≤ Ƞ߿

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵࡪ ʂǛƝ ȠʗȚŶƝɥ
Ȱǅ ˍƝɥȰࢗɛŒʂʂƝɥȠɵ Ǧɵ !

(Ƞ
ʂ
)
% Ƞ߿ ǅȰɥࢅ ɵȚŒȈȈ ʂࢆ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ

R

n n
R



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ ࡩ�

= ɻɠŒɫɻƟ +
ȋȴʿ࢙
ɫŒȣȅ

= ɻɠŒɫɻƟ + ×

ࡦ DŒƁǞ ȴʞʉࢍ ȴǇ Ƞࢎ߿ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ȋƟǇʉ ǩɻ Œ
ƌƟǊɫƟƟ߿࢙ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ

D
I



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



Ŀ̺ϘΧ࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ˔Ɵɫȴ࢙ɠŒʉʉƟɫȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ Œ
ǇƟʿ ˔Ɵɫȴ࢙ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ

ࡦ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȴȣȋˈ Œ ǇƟʿ {߽, ȝŒʉɫǩƁƟɻ࢙{߾

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ Œ ɫŒȣƌȴȝ {߽, ˇȝŒʉɫǩ࢙{߾ ǩɻ ɫǩǊǩƌ



ðͮ͞Η࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ɵǦǈȠࢗɛŒʂʂƝɥȠɵ Ȱǅ Ƞ
ƀȰȠɵʂŒȠʂࢗƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ ʂ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ
ࢆŒȈɵȰࢅ !

(Ƞ
ʂ
)
ࡰ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂ ȚŒʂɥǦƀƝɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ɵǦǈȠࢗɥŒȠȂࡰ óǛƝɥƝࢅ
ƝˀǦɵʂ ɛɥȰŶȈƝȚɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ʗȠŶȰʗȠƊƝƊࢗƝɥɥȰɥ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂ ࢆˁࡰ

GEE 11 I is sign pattern if Fx

pile 0 if Girl
picelcoif 6net is not a sign patter

EI Pe K 3 I I co Klay
peak 1 pi r 3 0

6 41 11 is a sign p
Into p 017270



ðͮ͞Η࢙ϑ˺ϫϫ̺ϘΗϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȠʗȚŶƝɥ Ȱǅ ɵǦǈȠࢗɛŒʂʂƝɥȠɵ Ȱǅ Ƞ
ƀȰȠɵʂŒȠʂࢗƊƝǈɥƝƝ ɛȰȈˁȠȰȚǦŒȈɵ Ȱǅ ʂ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ Ǧɵ
ࢆŒȈɵȰࢅ !

(Ƞ
ʂ
)
ࡰ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂ ȚŒʂɥǦƀƝɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ɵǦǈȠࢗɥŒȠȂࡰ óǛƝɥƝࢅ
ƝˀǦɵʂ ɛɥȰŶȈƝȚɵ Ȱǅ ǛǦǈǛ ʗȠŶȰʗȠƊƝƊࢗƝɥɥȰɥ
ƀȰȚȚʗȠǦƀŒʂǦȰȠ ƀȰȚɛȈƝˀǦʂ ࢆˁࡰ



PI Ae fei
signnutt ER

FBER sign bijkaij
RUBI E R

F I inI t

ur polys
each poly is of deg 2



If signalA E R

F Xc Xun Yu Y Rn
s t eke B ER

field set of ur polys

thaws diff 15 matrices

As of low signal
a fetians Gmm

R Eh

1 ez
HG

2h off 2h2
of

maturey



o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ �˺ϫϘͮРࡱ DР˺ΓϑΉ̺
�ƟȝȝŒ ɻࢪˈ�ǩȣƌɻƟࢍ �ƟȝȝŒࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ m′ ∈ CŒ×Ŷ Ȱǅ mŒƊŒȚŒɥƊ
m ∈ C × ࡪ ʂǛƝ ŒŶɵȰȈʗʂƝ ʴŒȈʗƝ Ȱǅ ʂǛƝ ɵʗȚ Ȱǅ ŒȈȈ
ƝȠʂɥǦƝɵ ǦȠ m′ Ǧɵ Œʂ ȚȰɵʂ

√
ŒŶ ࡰ

ࡦ oŒƌŒȝŒɫƌ ǩɻ ɧʞŒɻǩɫŒȣƌȴȝࡩ Ǉȴɫ ŒŶ ≥ Ω( )ࡪ
ƟʻƟɫˈ Œ× Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ −%ࠆࠁ %߾ࠂ ȴǇ ߾
Œȣƌ ࡱ߾−

ࡦ xȝɠȋǩƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡪ ƟˇʉɫŒƁʉȴɫɻࡪ
æŒȝɻƟˈ ǊɫŒɠǞɻࡪ ƌǩɻƁɫƟɠŒȣƁ ࡪ̍ . . .

Walsh

I I
mm



o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ �˺ϫϘͮРࡱ DР˺ΓϑΉ̺
�ƟȝȝŒ ɻࢪˈ�ǩȣƌɻƟࢍ �ƟȝȝŒࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ m′ ∈ CŒ×Ŷ Ȱǅ mŒƊŒȚŒɥƊ
m ∈ C × ࡪ ʂǛƝ ŒŶɵȰȈʗʂƝ ʴŒȈʗƝ Ȱǅ ʂǛƝ ɵʗȚ Ȱǅ ŒȈȈ
ƝȠʂɥǦƝɵ ǦȠ m′ Ǧɵ Œʂ ȚȰɵʂ

√
ŒŶ ࡰ

ࡦ oŒƌŒȝŒɫƌ ǩɻ ɧʞŒɻǩɫŒȣƌȴȝࡩ Ǉȴɫ ŒŶ ≥ Ω( )ࡪ
ƟʻƟɫˈ Œ× Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ −%ࠆࠁ %߾ࠂ ȴǇ ߾
Œȣƌ ࡱ߾−

ࡦ xȝɠȋǩƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡪ ƟˇʉɫŒƁʉȴɫɻࡪ
æŒȝɻƟˈ ǊɫŒɠǞɻࡪ ƌǩɻƁɫƟɠŒȣƁ ࡪ̍ . . .

of 10000N Toff Hoo
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o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ �˺ϫϘͮРࡱ DР˺ΓϑΉ̺
�ƟȝȝŒ ɻࢪˈ�ǩȣƌɻƟࢍ �ƟȝȝŒࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ɵʗŶȚŒʂɥǦˀ m′ ∈ CŒ×Ŷ Ȱǅ mŒƊŒȚŒɥƊ
m ∈ C × ࡪ ʂǛƝ ŒŶɵȰȈʗʂƝ ʴŒȈʗƝ Ȱǅ ʂǛƝ ɵʗȚ Ȱǅ ŒȈȈ
ƝȠʂɥǦƝɵ ǦȠ m′ Ǧɵ Œʂ ȚȰɵʂ

√
ŒŶ ࡰ

ࡦ oŒƌŒȝŒɫƌ ǩɻ ɧʞŒɻǩɫŒȣƌȴȝࡩ Ǉȴɫ ŒŶ ≥ Ω( )ࡪ
ƟʻƟɫˈ Œ× Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǞŒɻ −%ࠆࠁ %߾ࠂ ȴǇ ߾
Œȣƌ ࡱ߾−

ࡦ xȝɠȋǩƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡪ ƟˇʉɫŒƁʉȴɫɻࡪ
æŒȝɻƟˈ ǊɫŒɠǞɻࡪ ƌǩɻƁɫƟɠŒȣƁ ࡪ̍ . . .



ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡ
ࡦ īƟ ʞɻƟƌ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ȝŒʉɫǩˇ ȣȴɫȝɻ ʉȴ
ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ m′ ∈ RŒ×Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ
oŒƌŒȝŒɫƌ mࡪ

rank(m′) ≥ ŒŶ/  .

ࡦ �ǇʉƟɫ Œ ǇƟʿ ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ oŒƌŒȝɫƌࡪ ʉǞƟɫƟ ɫƟȝŒǩȣɻ
Œȣ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œ× Ŷ

ࡦ üǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʿǞǩƁǞ ǩȝɠȋǩƟɻ
ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ oŒƌŒȝŒɫƌ



ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡ
ࡦ īƟ ʞɻƟƌ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ȝŒʉɫǩˇ ȣȴɫȝɻ ʉȴ
ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ m′ ∈ RŒ×Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ
oŒƌŒȝŒɫƌ mࡪ

rank(m′) ≥ ŒŶ/  .

ࡦ �ǇʉƟɫ Œ ǇƟʿ ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ oŒƌŒȝɫƌࡪ ʉǞƟɫƟ ɫƟȝŒǩȣɻ
Œȣ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œ× Ŷ

ࡦ üǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʿǞǩƁǞ ǩȝɠȋǩƟɻ
ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ oŒƌŒȝŒɫƌ



ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡ
ࡦ īƟ ʞɻƟƌ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ȝŒʉɫǩˇ ȣȴɫȝɻ ʉȴ
ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ m′ ∈ RŒ×Ŷ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ
oŒƌŒȝŒɫƌ mࡪ

rank(m′) ≥ ŒŶ/  .

ࡦ �ǇʉƟɫ Œ ǇƟʿ ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ oŒƌŒȝɫƌࡪ ʉǞƟɫƟ ɫƟȝŒǩȣɻ
Œȣ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œ× Ŷ

ࡦ üǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʿǞǩƁǞ ǩȝɠȋǩƟɻ
ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ oŒƌŒȝŒɫƌ



ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺
üǞƟȴɫƟȝ ɻࢪȴɫɻʉƟɫ`ࢍ üǞƟȴɫƟȝࢎ
^Ȱɥ ƝʴƝɥˁ � ∈ ,߾−} ࡪȚ×Ƞ{߾

signrk(�) ≥
√
ȚȠ

߿‖�‖
.

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ‖m ‖߿ =
√
ࡱ 

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ

signrk(m ) ≥
√
  .
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ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺
üǞƟȴɫƟȝ ɻࢪȴɫɻʉƟɫ`ࢍ üǞƟȴɫƟȝࢎ
^Ȱɥ ƝʴƝɥˁ � ∈ ,߾−} ࡪȚ×Ƞ{߾

signrk(�) ≥
√
ȚȠ

߿‖�‖
.

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ‖m ‖߿ =
√
ࡱ 

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ

signrk(m ) ≥
√
  .



ðϑ̺̤ϫϘ˺Ή �̺ϫͩΧ̭ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺
üǞƟȴɫƟȝ ɻࢪȴɫɻʉƟɫ`ࢍ üǞƟȴɫƟȝࢎ
^Ȱɥ ƝʴƝɥˁ � ∈ ,߾−} ࡪȚ×Ƞ{߾

signrk(�) ≥
√
ȚȠ

߿‖�‖
.

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ‖m ‖߿ =
√
ࡱ 

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ

signrk(m ) ≥
√
  .



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ
� ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ FȠ ʿǞƟɫƟ ƟʻƟɫˈ
ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ʻƟƁʉȴɫ ƀ ǞŒɻ

‖ƀ‖߽ ≥ Ɗ .

xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ
ȴȣƟ ƀ ∈ * ɻࡱʉࡱ ‖ˀ− ƀ‖߽ < Ɗ/ࡱ߿
ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽



DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ
� ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ FȠ ʿǞƟɫƟ ƟʻƟɫˈ
ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ʻƟƁʉȴɫ ƀ ǞŒɻ

‖ƀ‖߽ ≥ Ɗ .

xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ
ȴȣƟ ƀ ∈ * ɻࡱʉࡱ ‖ˀ− ƀ‖߽ < Ɗ/ࡱ߿

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽
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DϘϘΧϘ࢙+ΧϘϘ̺̤ϫͮΗ͞ +Χ̭̺ϡ
� ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ FȠ ʿǞƟɫƟ ƟʻƟɫˈ
ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ʻƟƁʉȴɫ ƀ ǞŒɻ

‖ƀ‖߽ ≥ Ɗ .

xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ˀ ∈ FȠ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ
ȴȣƟ ƀ ∈ * ɻࡱʉࡱ ‖ˀ− ƀ‖߽ < Ɗ/ࡱ߿
ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ ࢕ £Ɵʿ ĳȴɫȅ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ ࢕ £Ɵʿ ĳȴɫȅ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ ࢕ £Ɵʿ ĳȴɫȅ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ࢕ #ȴɻʉȴȣ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

M poly n n 100

O

O



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ðࡩ
ɵ = ®(Ƞ)
ʂ = poly log Ƞ

O

O



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾

ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ

ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)

m polylu
login leg is



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)

ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ

ࡦ üʿȴ ʉɫǩʻǩŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡩ
ࡦ ɵ = Ț, ʂ = ߾
ࡦ ɵ = Ƞ, ʂ = Ƞ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . . ɛȚ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ˀ߾ . . .ˀȠ

ɛ߾ . . .ɛȠ

ɡ߾ . . . ɡȚ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ɫƟɧʞǩɫǩȣǊ ɵ ≈ Ț ȴɫ ʂ ≈ Ƞ
ࡦ #Ɵɻʉ ȅȣȴʿȣ ƁȴȣƁɫƟʉƟ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ࡩࢂࠆࠅðǩƟࢁ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)

ࡦ ɵ = ®(Ƞ) =⇒ ʂ ≥ Ω(log Ƞ)
ࡦ ɵ = Ƞ߾+ε =⇒ ʂ ≥ Ω(߾)



5ð �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ࡱ ßϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ǅ : FȠ → FȚ ŶƝ Œ ǈȰȰƊ ƝɥɥȰɥ ƀȰɥɥƝƀʂǦȠǈ
ƀȰƊƝࡰ óǛƝȠ ǅȰɥ ŒȠˁ ƊŒʂŒ ɵʂɥʗƀʂʗɥƝ ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ǅࡪ
ʸƝ ǛŒʴƝ

ʂ ≥ Ω

(
logȚ

log(ɵ/Ƞ)

)
.
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